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EINLEITUNG

Carnap vertrat die Idee einer Vereinheitlich=
ung der empirischen Wissenschaften: Alle ihre
Begriffe und S&tze sollten auf allgemeinver=
stédndliche und iiberpriifbare Tatsachen zuriick=
gefilhrt werden,Trotz der zum Teil berechtigten
Kritik,die sich gegen Carnaps eigene Vorschlége
(etwa in (4) ) zur Durchfilhrung dieses Programms
richtete,ist die Idee bis heute lebendig geblie=
ben.Sicher wdre es falsch zu sagen,daf viele
Philosophen heute ihre Arbeit an diesem Programm
ausrichten.Auch die Behauptung,daB die genannte
Idee ein regulatives Prinzip in der wissenschafts=
theoretischen Forschung sei,wird gegenwidrtig
kaum akzeptiert werden.Aber viele Forscher aus
Philosophie und anderen Disziplinen tragen

heute ungewollt zu diesem Programm bei.So inter=
essieren sich Psychologen und Soziologen fir

die Entwicklung der Intelligenz,das Erlernen

der Sprache und die Einfilhrung neuer Begriffe,
Biologen untersuchen die Struktur unserer sinn=
lichen Wahrnehmung und Logiker und Informatiker
entwickeln subtile formale Beschreibungsmittel.
Philosophen unterschiedlicher Richtungen be=
mihen sich,die Gebdude der Wissenschaften alls=
gemein zu beschreiben und die wissenschaftlichen
Aktivitdten so zu analysieren,daB sie Schritt
fir Schritt verstanden werden kdnnen.

Solche Wissenschaft iiber den Gegenstand
"Wissenschaft" -=von Stegmiiller “zweite
Rationalisierung" genannt— wird gegenwidrtig in
zwei Richtungen betrieben,die sich hauptsédch=
lich durch die Methode unterscheiden.

In der einen Richtung versucht man,das Ge=



-

bdude einer Einzelwissenschaft von unten nach
oben,von einer soliden Basis aus,liickenlos und
zirkelfrei zu rekonstruieren.Die grundlegenden
Begriffe werden dabei an vortheoretischen Er=
fahrungen und durch die alltdgliche Umgebung
induzierten Normen festgemacht.Auf diesen
Grundbegriffen aufbauend werden sukzessive
weitere Begriffe "definiert",wobei definieren
hier nicht im logisch—-syntaktischen Sinne,
sondern in einem an Handlungen gebundenen,pri=
skriptiven Sinne gemeint ist.Wir nennen die
zugrundeliegende Methode kurz: Rekonstruktion
von der Basis aus.Um Verwechslungen zu vermei=
den,wurde das Wort logisch bewuBt weggelassen.

Die andere Richtung analysiert das Gebdude
einer Wissenschaft nach einer in den Natur=
wissenschaften gebrduchlichen Methode.Es werden
Hypothesen liber einen bestimmten Gegenstandsbe=
reich (hier etwa Pachliteratur und Wissenschafis=
betrieb) formuliert und durch positive Beispiele
bestdtigt oder durch Gegenbeispiele erschiittert.
Man macht dabei ausgiebig Gebrauch von formalen
Hilfsmitteln und logischen Rekonstruktionen.Wir
nennen die hier verwandte Methode kurz: Logische
Rekonstruktion vorgegebenen Materials.

Wenn man unterstellt,daf Vertreter der zweiten
Richtung ein Interesse am empiristischen Programm
haben,so ist beiden Richtungen mindestens ein
Ziel gemeinsam,ndmlich,genau zu verstehen,wie
und warum Eingzelwissenschaften funktionieren.
Und um letztmals zu vergrdbern: Bei Voraus=
setzung des gemeinsamen Zieles 148+t sich die
oben geschilderte Differenz in der Methode so
zusammenfassen.Die Einen versuchen ihr Ziel



systematisch von unten her anzusteuern,wihrend
die Anderen sich ihm wvon mehreren Richtungen
her néhern.

Die sich zuallererst filir eine Untersuchung
anbietende Einzelwissenschaft ist die klassische
Physik und hier wiederum speziell die Partikel=
mechanik.Zum Einen ist diese Theorie bestens
bestidtigt (trotz Relativité@tstheorie),zum
Anderen liegt sie bereits in einer von den
Physikern ausgearbeiteten,teilweise axiomatisierten
Form vor.Aufbauend auf Arbeiten von Adams (1),
McKinsey,Sugar und Suppes (13) und Simon (19)
entwickelte Sneed in (20) einen allgemeinen Be=
griff der "physikalischen Theorie",der stark an
der klassischen Partikelmechanik orientiert ist.
Dieser Begriff stellt einen ersten erfolgreichen
Ansatz dar,den Erfordernissen empirischer
Wissenschaften durch Ver&nderung des Begriffs
der "Theorie",wie er bisher in der mathematischen
Logik benutzt wurde,gerecht zu werden.Ein
Charakteristikum des Sneedschen Begriffs ist die
mengentheoretische Formulierung im Unterschied
zu logisch=-syntaktischen Formulierungen,wie sie
lange Zeit iblich waren.Die mengentheoretische
Formulierung erlaubt eine relativ ibersichtliche
Darstellung auch komplexerer Theorien.Ihre Be=
nutzung setzt jedoch keineswegs wvoraus,dal man
die axiomatische Mengenlehre als richtige Theorie
anerkennen mufl.Sneed und anschliefBend Stegmiiller
(22) vestatigten den neuen Theorienbegriff zu=
ndchst am Beispiel der klassischen Partikel=
mechanik,Moulines (14) konnte die Thermo=
dynamik darunter subsumieren.

Ein Vertreter der oben beschriebenen ersten



Richtung wird gegen diese Untersuchungen ein=
wenden,man habe beim Bau des Hauses mit dem
dritten Stockwerk angefangen,diese Theorien
hingen in der Iuft,man gehe nicht von einer zu=
verlédssigen Basis aus.Hierauf ist zu antworten,
daB dies eine Folge der oben beschriebenen
Methode ist.

Es muB jedoch zugegeben werden,daB hiermit
ein Problem angeschnitten ist,welches bei
einer Rekonstruktion von der Basis her nicht
auftritt und welches wir das Problem der
Hierarchienbildung nennen wollen.Trotz der
intuitiv lberzeugenden Darstellungen in (20) und
(22) und der erfolgreichen Anwendung des Sneed=
schen Theorienbegriffs auf einige Beisuicle
warde ndmlich bis jetzt die Frage,wie mehrere
Theorien im Rahmen einer Spezialwissenschaft
aufeinander aufbauen,noch nicht ernsthaft ange=
gangen,

Das Problem in seiner allgemeinen Form lautet:
Wie werden gewisse Begriffe einer Theorie von
einer anderen,"hoheren" Theorie aufgenommen und
vorausgesetzt? Eine Lésung dieses Problems ist
von besonderem Interesse fiir das empiristische
Programm: Eine befriedigende Explikation des
Begriffs der Zurlickfiihrbarkeit wird ohne eine
solche Losung nicht moglich sein.Am Beispiel
der Mechanik 18B8t sich dies genauer darstellen.

Die Mechanik benutzt den Begriff der Orts=
funktion,der aus der Kinematik,auf der die
Mechanik aufbaut,vorausgesetzt wird.Man fragt
sich,welche tieferliegende Theorie ihrerseits
den Begriff der Ortsfunktion liefert.Denn die



Aussage,daB "X eine Ortsfunktion ist",ist keine
Aussage,deren Bedeutung man ohne Weiteres ver=
stehen kann in dem Sinn wie man etwa "X ist ein
Apfel" versteht.Denn einé Ortsfunktion ist kein
"konkretes" Objekt,sondern eine sehr theoretische
Entitdt.Man braucht also eine "Theorie der
rartikelkinematik",um "X ist eine Ortsfunktion"
zu verstehen,Es fragt sich nun weiter,auf
welchen Begriffen diese Theorie der Partikel=s
kinematik fuBt und so fort.Gibt es eine allge=
meine Charakterisierung solcher {bereinander=
schichtung von Theorien? Unsere Antwort lautet:
Ja.

Zur Losung der beiden angesprochenen Probleme,
des Problems der unzureichenden Verankerung bis=
heriger logischer Rekonstruktionen in der vor=
wissenschaftlichen Erfahrung und des Problems
der Hierarchienbildung,liegt es auf der Hangd,
eine logische Rekonstruktion der der Partikel=
mechanik zugrundeliegenden Theorien zu versuchen,
Diese sind: Die Partikelkinematik und,so be=
haupten wir,darin enthaltene Theorien von Raum,
Zeit und Raum~Zeit.Das Ziel unserer Arbeit ist es,
diese Theorien in dem mengentheoretischen
Formalismus von Sneed zu rekonstruieren,

Da solche Rekonstruktionen fast immer dem
Einwand der Inaddguatheit ausgeliefert sind,
wollen wir in aller Behutsamkeit nur Folgendes
beanspruchen: Wir entwickeln in préziser Weise
einen mdglichen Weg,um von elementaren Grundbe=
griffen wie "Partikel","spdter als" etc. zu
Grundbegriffen der Mechanik wie "Ort" und "Zeit"
zu gelangen und dabei alle ndtigen
Systematisierungen explizit zu machen,



Diese Arbeit ist ein erster Versuch,neue und
prézise Begriffe auf alte und sehr verschieden
beurteilte Theorien anzuwenden.Wenn wir auf
einige der mit diesen Theorien verbundenen
alten Probleme etwas Licht werfen konnen,so ist
der Zweck unserer Schrift erreicht.



I ALLGEMEINE BEGRIFFE

Die prédzise Beschreibung von Sachverhalten,die
so kompliziert sind wie die,mit denen wir uns
beschédftigen werden,ist ohne Benutzung einer
formalen Sprache unmdglich.Wir benutzen die
Sprache der Mengenlehre.

Als Art der Axiomatisierung einer Theorie
verwenden wir die Axiomatisierung durch Angabe
eines informellen mengentheoretischen Prédikats
(vergleiche Stegmiiller (22),5.39 ff).Die Be=
deutung der Symbole der Mengenlehre einschlief=
lich Logik wird als bekannt vorausgesetzt.Diese
Symbole sind bei uns:€,{ } ,CL J,0,v,&,C,=,
T1,A,V,* o,V ,3 . .Weitere Abkiirzungen und die
Symbolik betreffende Vereinbarungen sind in
folgender Definition zusammengefalBt.

D1 1) Me¥ & M ist eine nicht-leere Menge
2) Pot(M) = die Potenzmenge von M

3) Rel(M) = M ist eine Relation

4) Ob(M) = M ist eine'Menge von Objekten
{dabei z&Zhlen Paare von Objekten wieder als
Objekte) @

5) ¢ = die leere Menge

6) f:M»N = f ist eine Funktion von M nach N

7) f:MeN = f:NM-»N ist injektiv

8) Bij(f) = f ist bijektiv

9) re? = f ist zweimal stetig

differenzierbar
10) N = die Menge der natiirlichen Zahlen

0,1,2,35000
11) R = die Menge der reellen Zahlen



12)

13)

14)

15)
16)
17)
18)

19)
20)
21)
22)
23)

24)

25)

Fir neN und Me W sei M? adas n-fache
kartesische Produkt von M

Fir r:M-N sei r:Pot(M)-Pot(N) definiert
durch

T(X):i={r(x)/xex} fir XeM

Fiir x=Cx1,..,xn:I€Mn und l<i<n sei
pri(x):=xi

3 = ro,0,03eR’

LT wz, 14«3 bezeichnen respektive die

Vektoren [1,0,031,00,1,00 und [0,0,1J €R?
U iez} = U,

i€l
Ui, /a (1)) hij) M,
VxeM(a(x)) = Vx(xeM-a(x))
IxeM(a(x)) = Ix(xeMAaa(x))

Int(M) = McRAaFa,beR (M={x/a<x<b})
1xA(x) = "Dasjenige x,welches die Eigen=
schaft A besitzt"

Fir f£:M-»R™ schreiben wir £=0f,,00,f0 mit
f;:M>R und f(x):[fl(x),..,fn(x)j
Pir x=Cx,,..,%,3 und y=Cy,,..,y J € R® sei

Ix=yll := “Z: (x4l 2)’5‘
Tixa(x) = IxA(x)a 9 Jy(y#xAAly))

Wir skizzieren nun kurz die mengentheoretischen

Begriffe,die Sneed zur Beschreibung von
physikalischen Theorien vorgeschlagen hat,
Dabei iibernehmen wir im Wesentlichen die Dar=
stellung von Stegmiiller in (22).In einigen
Punkten scheinen uns kleine Anderungen ange=
bracht.



D2 X ist eine m+k-Matrix gdw
1) Xe ¥
2) m,ke N ,0<m und Ok
3) ;GIX gdw es nl,..,nm,tl,..,tk givt,sodas

3-1) x=ml,-.,%,tl,.. ,tk]
3.2) NygeeyDpytqsecyty € e

Die Elemente einer m+k-Matrix sind diejenigen
Entitédten,liber die in physikalischen Biichern
geredet wird.Im Fall der klassischen Partikel=
mechanik z.B.ist m=3 und k=2.,Die3+2-Matrix der
klassischen Partikelmechanik besteht aus Tupeln
fp,T,s,m,f],wobei P eine endliche Menge (von
"Partikeln"),T ein reelles Intervall (das die
"Zeit" darstellt) und s:PxT>R3 ,m:P> R und
f:INXP xT-» R?® Funktionen (die Orts—,Masse— und
Kraftfunktion) sind.Wenn man Funktionen,wie es
in der Mengenlehre iblich ist,einschlieBlich
ihres Definitions— und Wertbereiches durch eine
einzige Menge darstellt,so hat ein solches Tupel
die Gestalt von D2-3,1.Es kommt uns nicht darauf
an,in der Definition den Unterschied zwischen
"bloBen" Mengen und "richtigen" Relationen in
den Komponenten eines Matrixelementes sichtbar
zu machen.Wir nehmen an,daB diese Unterscheidung
im speziellen Fall jeweils leicht zu treffen ist.
Es ist jedoch wichtig,zwischen theoretischen und
nicht-theoretischen Termen zu unterscheiden.Die

Ersten bezeichnen wir mit ti,die Letzten mit n; .

D3 a) Ein Constraint fiir Me€¥¢ ist eine Menge C
mit den Eigenschaften
1) P#C< Pot (M)
2) ¥x(xel-»{x}e€C)




b) Ein Constraint fir M heiBt itransitiv gdw
VX,YEPot(M)(XECAYSX-»YEC)

¢) Es sei M_ eine m+k-Matrix,i< m+k und die
i-te Komponente von x€ M_ sei eine
n-stellige Relation.Der (=,=)=Constraint

C_ auf Mp fur die i-te Komponente Xy ist

definiert durch

X€c_ 4—>Vx,yeXVEal,..,an:l((Vksnajén
(ay€pri(x)npry(y))=lay,..,a € pry(x) ©

al,..,ane pri(Y)))

Diese Begriffe lassen sich leichter im AnschluB
an die folgende Definition erlédutern.

D4 Ein Kern ist ein Tupel M
Eigenschaften

pp,Mp,M,C] mit den
1) Es gibt m und k,sodaB M_ eine m+k-Matrix ist
2) MPP={ml’..’%]/ Htl,..,tk([nl,..,nm,tl,..,tkj
ENM
o)
3) MS M ,Me e
4) C ist ein Constraint fir Mp

Ausgehend von einer m+k-Matrix Mp,deren Elemente
wir auch als potentielle Modelle bezeichnen,er=
h&dlt man einen Kern auf folgende Weise.Von jedem
potentiellen Modell werden die theoretischen
GroBen weggenommen.Die so erhaltenen Entitédten
bilden die Menge Mpp (D4-2) ,deren Elemente auch
partielle potentielle Modelle genannt werden.
Auf die mit der Theoretizitidt verkniipften
Probleme werden wir hier nicht eingehen.Es wird
vorausgesetzt,dall man sich im jeweiligen Fall ent=
scheiden kann,welche GrdBen als theoretisch und
welche als nicht—theoretisch zu betrachten sind.



Durch Mpp und Mp werden rein formal gewisse
Entitdten ausgezeichnet,iiber die die Theorie
mdglicherweise reden kann,Unter diesen kdnnen
durchaus unverniinftige oder filr die Theorie
irrelevante Entit&dten vorkommen.So gibt es z.B.
in der Partikelmechanik potentielle Modelle,bei
denen die Partikelmenge aus abstrakten Entitdten,
etwa Zahlen,besteht.

M wird als die Menge der Modelle bezeichnet.
Die kennzeichnenden Eigenschaften der Modelle
sind es,die in Physikblichern h&ufig als Axiome
bezeichnet werden.So sind z.B. in der Partikel=
mechanik die Modelle dadurch charakterisiert,
daB sie die Newtonschen Gesetze oder Axiome
erfiillen.

Die Menge C schlieBlich,der Constraint,ist
zundchst formal eine Menge potentieller Modelle.
Die Aufgabe von C ist es,gewisse solche Mengen
auszuschlieBen.Derartige unerwiinschte Mengen
werden dann formal einfach nicht in die Menge
C aufgenommen.Wenn wir fir den Moment die Elemente
von C als Modellkombinationen bezeichnen,so 1dB%
sich die Aufgabe von C kurz so formulieren: C
verbietet gewisse Modellkombinationen.D3=-a?2
stellt sicher,daB nur "echte" Kombinationen
ausgeschlossen werden.dJede éinelementige Menge
{x} ist keine echte Kombination und liegt daher
in C.D3~b ist eine Forderung,die von vielen
Constraints erfiillt wird und die fir die
Richtigkeit einiger Uberlegungen in (20) und
(22) gebraucht wird.Sowohl bei Moulines (14),
als auch bei Untersuchungen iiber invariante



Theorien und in der vorliegenden Schrift gibt

es Jjedoch nicht-transitive Constraints,sodaf wir
den Begriff der Transitivitdt nicht in die
Definition der Theorie aufnehmen.Die Bedeutung
des (=,=)~Constraints 148t sich am Besten durch
ein Beispiel erkléren.Es sei in der Mechanik
eine lMenge potentieller Modelle gegeben und ein
Partikel komme in mehreren dieser potentiellen
Modelle vor,habe aber in jedem potentiellen
Modell eine andere Masse.Eine derartige
Kombination ist nicht zulédssig,also die be=
treffende Menge kein Element von C_.Positiv
ausgedriickt: Der (=,=)-Constraint verlangt,da8
gleiche Objekte in verschiedenen potentiellen
Modellen die gleichen Funktionswerte besitzen
bzw.die gleichen Relationen erfiillen.Dies ist in
D3-c allgemein fiir Relationen formuliert.Ist die
i-te Komponente xi=pri(x) eines Elementes x€Mp
eine n-stellige Relation,so trifft sie auf
Objekte 8pyees8y in allen potentiellen Modellen
gleichermaBen zu,in denen diese Objekte vor=
kommen.

D5 Es sei K=[M
M .

LM

p,M,C_'_l ein Kern mit m+k-Matrix

PP
: . L. n
a) rr MpaMpp wird definiert durc
r(Enl,oo,nm,tl,c.,tkj):=cnl’oo ,nmj

b) A(K):=F(Pot(M)NC)

Die Punktion r hackt von jedem potentiellen
Modell die theoretischen GrdfBen ab.r ist
relativ zu K definiert.Diese Abhdngigkeit
werden wir im Allgemeinen gemiB der Indexkon=
vention D7 ausdricken.A(K) ist die Menge aller



Teilmengen von Mpp,die sich durch theoretische
GroBen so zu Modellmengen erginzen lassen,dal
diese ergidnzten Mengen den Constraint erfiillen.
Bei T wurde D1~13 zweimal angewandt.

D6 a) Eine Theorie ist ein Paar [K,IJ mit den
Eigenschaften
1) K ist ein Kern,K=[l

2) IcHM PP
pp

b) Ist T=(K,I] eine Theorie,so ist die
empirische Behauptung von T der Satz
I€e A(X)

¢) Pur eine Theorie T=[K,I] mit K wie in a)
sei
M (T):=Pot(M)NnC

M, H,C]

Die Menge I heiBt die Menge der intendierten An=
wendungen der Theorie.Die Elemente von I sind
partielle potentielle Modelle (D6-a2) und zwar
nur solche,iiber die die Theorie auch tats#dchlich
redet.I beschreibt also den nicht-theoretischen
Bereich,auf den die Theorie angewendet wird.I
wird nicht formal,sondern paradigmatisch festge=
legt (vergleiche (22),5,198 ff).Eine Theorie
wird wie folgt benutzt.Der nicht-theoretische
Anwendungsbereich I ist vorgegeben.Man weiB,daB
IcN ist.Mit Hilfe des Kerns K wird nun aus
Pot(Mpp) eine Teilmenge ausgesondert,ndmlich die
Menge derjenigen Mengen partieller potentieller
Modelle,die sich,wie es der Kern vorschreibt,
mittels theoretischer Gréfen beschreiben und
"erkldren" lassen.Man muB herausfinden,ob I

eine dieser Menge ist,d.h.ob I in A(K) liegt.
Falls dies richtig ist,muB8 I eine gewisse



~14~-

Struktur besitzen,die durch die Theorie fest=
gelegt ist.Der Satz,daB I diese Struktur be=
sitzt,also der Satz I€ A(K),heiBt die empirische
Behauptung von T (D6-b).In Dé-~c wird das
Analogon zu A(K) auf der theoretischen Ebene
definiert.

Die restlichen in (20) und (22) benutzten
Begriffe brauchen wir hier nicht.Es folgt eine
niitzliche Vereinbarung zur Benutzung von Indizes.

D7 a) Bezeichnet Xi ein n-Tupel mit bestimmten
Komponenten,so versehen wir diese
Komponenten mit dem gleichen Index i

b) Wird nicht spezifiziert,was ein bestimmter
indizierter Buchstabe bezeichnen soll,so
ist stets gemeint,dall er die passende
Komponente eines Tupels bezeichnet,fir
welches vorher eine genauso indizierte
Bezeichnung angegeben wurde

c) Ist bei b) der Buchstabe nicht eine Kom=
ponente eines Tupels,sondern nur mit Bezug
auf ein solches Tupel definiert,so be=
zeichnet er das relativ zu diesem Tupel
Definierte

Ist z.B. Ki ein Kern,so wird die zugehérige

Modellmenge mit Mi bezeichnet.Ist irgendwo von

Mt die Rede und wurde vorher etwa Tt als Be=

zeichnung fiur eine Theorie benutzt,so bezeichnet

Mt die Modellmenge dieser Theorie.ri bezeichnet

die gem#B D5-a relativ zu einem Kern Ki definierte

Funktion.

Mit dem Begriff der Theorie und den ihn um=

gebenden Hilfsbegriffen kodnnen wir allgemein



einen Aspekt der Bildung von Theorien=
hierarchien beschreiben.Es gibt verschiedene
Moglichkeiten,Theorien zu Hierarchien zu=
sammenzufiigen und libereinander zu bauen.Uns
interessiert hier nur eine einzige Mdglichkeit,
bei der in einem Schritt eine Theorie T° auf
einer Theorie T aufbaut.Das soll heiBen,dasB
einige der nicht-theoretischen Begriffe von T’
im Rahmen von T ihre Bedeutung gewinnen oder
theoretische Terme von T sind.Natiirlich kann
man mehrere solcher Schritte hintereinander
ausfithren und so zu einer Hierarchie gelangen,
in der sukzessive immer neue Terme eingefiihrt
werden.Die Idee einer solchen Hierarchienkon=
struktion -auch mit anderen als der hier
betrachteten "Theoretisierungs—Relation"-
wurde zuerst in (2) angedeutet.Wir verallge=
meinern nun die in (2) definierte Relation der
Theoretisierung in der Weise,daB auch
theoretische Objekte als Ergidnzungen nicht-

theoretischer Objekte eingefithrt werden diirfen.

D8 Sind T und T’ Theorien,so heiBt T“eine
Theoretisierung von T gdw
1) Es gibt k,m,neN ,m<n,sodaB

Mp und Mé k+m—- bzw. k+n-Matrizen sind

2) Es gibt 6:M'+Mp,soda3
2.1) fiur alle [xl,..,x

k+m? “k+m+17°° ’xk+n:l € Mp

k+nj)=D(1’cu,x ]

2.2) fiir alle xeM’: 8(x) eM
3) Fir alle Exl’..’xk'i'm,..,Xk+njeM'gilt

6([xl,..,x Jeam

Vign-m{0b(x )»Jig k+m(0b(x;)AT Iz

k+m+j
R g xk+m+j)
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Die Theoretisierung T’ entsteht also aus T
durch Hinzunahme der theoretischen GroBen
xk+m+1”"xk+n’Die Funktion & hackt diese neuen
GréBen von den Tupeln in M; wieder ab.D8-2,2
verlangt,daB die nicht-theoretischen Teile von
Modellen von T schon Modelle von T sind.Die
stdrkere Forderung,daB alle partiellen
potentiellen Modelle von T° schon Modelle von

T sind,erwies sich aus hier nicht darstellbaren
Griinden als ungeeignet.Der interessante Teil
dieser Forderung ist jedenfalls in D8-2.2 ent=
halten: Die partiellen potentiellen Modelle von
T’ ,die sich zu Modellen erginzen lassen,sollen
schon Modelle von T sein.Auf diese Weise wird der
Ubergang zu hoheren Theorien durch Einfiihrung
theoretischer GroBen intuitiv befriedigend
beschrieben.Bedingung D8-3 besagt,da8 neuein=
gefihrte Objektmengen Erginzungen von Objekt=
mengen von T sind.Wir stellen hierfiir nur die
ziemlich schwache Bedingung,dafl sich die "alten"
nicht~theoretischen Objekte in die neue Objekt=
menge mittels einer injektiven Funktion J "ein=
betten" lassen.



GEOMETRIE

II VORBEMERKUNGEN

Es mag intuitiv einleuchten,daB die Geometrie
in der Raum—Zeit-Theorie eine Rolle spielt,
weniger klar ist,welche Rolle sie spielt und
ob eine Darstellung von Raum—Zeit-Theorien
eine fertige,in sich abgeschlossene Darstellung
der Geometrie voraussetzt.Tats@dchlich wird man
bei ndherer Betrachtung der Abschnitte VII-IX
feststellen,daf nicht alle Definitionen der
Geometrie bendtigt werden.Wenn wir hier auch
auf einige spezifisch geometrische Probleme,
die zur Darstellung von Raum—Zeit-Theorien
nicht als geldst vorauszusetzen sind,eingehen,
so hat dies folgende Griinde.

1) Die Geometrie ist (oder kann aufgefaBt
werden als) ein Standardbeispiel fiir die Ein=
fihrung metrischer Begriffe.Speziell handelt '
es sich hier um den Begriff der Abstandsfunktion.
Obwohl iiber das Thema Metrisierung in neuerer
Zeit viel geschrieben wurde (vergleiche z.B.(9)),
sind wir der Meinung,daB noch kein abschlieBend
befriedigendes Bild iliber die Einfihrung
metrischer Begriffe vorliegt.Als Alternative
zum Ansatz von Suppes,der metrische Begriffe
durch Reprédsentationstheoreme einfiihrt,stellen
wir hier eine Rekonstruktion der Geometrie im
Sneedschen Formalsimus zur Diskussion.Intuitiv
ist der Unterschied zwischen beiden Ansédtzen
der.Nach Suppes muB jede Information,die sich
aus der metrischen GréB8e gewinnen 18B8t,bereits
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aus den Annahmen iiber die nicht-metrischen
GroBen folgen.Bei unserem Ansatz,in dem die
metrische GroBe als theoretischer Term einge=
fiihrt wird,kann sie zus&tzliche Information
liefern,welche sonst nicht zugidnglich wire,

2) Wenn auch nicht alle Definitionen der
Geometrie filir Raum~Zeit-Theorien verwendet
werden,so konnen sie doch zum Verstédndnis der
Raum—Zeit=-3trukturen beitragen.Grob gesprochen
ist ndmlich eine Raum-Zeit-Struktur nichts
anderes als eine Menge von mit einem Zeitindex
versehenen Geometrien.DaB Definitionen und
Axiome,in welche dieser Zeitindex eingeht,von
denen der Geometrie abweichen,ist nicht vers
wunderlich.Es sei bemerkt,daB D16 bei Raum=-
Zeit-Theorien unverdndert gebraucht wird und
in dieser Definition werden fast alle
technischen Hilfsmittel des folgenden Ab=
schnitts verwandt.

3) Das in der Einleitung angesprochene
Problem der Hierarchienbildung 188t sich beim
jetzigen Erkenntnisstand unserer Meinung nach
am Besten am Beispiel der Geometrie unter=
suchen.Von hier aus sind zukunfiweisende
Losungsvorschlidge zu erwarten.

4) Aus einer Untersuchung der Geometrie
konnen wir wertvolle Hinweise iiber die Rolle
der Mathematik bei der Rekonstruktion
physikalischer Theorien gewinnen.Die Geometrie
nimmt eine Schlisselstellung ein,denn genau
im AnschluB an diese Theorie und aufbauend auf
ihr wird die klassische Mathematik (und das
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heiBt hier: die Analysis) in die Physik ein=
gefihrt.Bisherige Rekonstruktionen der
Mechanik setzten stets die klassische
Mathematik als Hilfsmittel unkritisch vor=
aus,.Sicher war dieses Vorgehen methodisch
sehr fruchtbar,es wird aber einem erkenntnis=
theoretisch und ontologisch Fragenden nur eine
voriibergehend befriedigende Antwort liefern.

Die in 4) genannte Frage nach der Rolle der
Mathematik war fir die spezielle Art umserer
Rekonstruktion von groBer Bedeutung.Unser
heuristisches Vorgehen war dies.Modelle der
Geometrie sollten endliche Entitidten (Figuren)
sein.Alles,was dariber hinaus in den geometrischen
Axiome gefordert ist,muBte im iibrigen formalen
Apparat (d.h. in den Constraints) untergebracht
werden.Zundchst erscheint diese Heuristik
ziemlich plump,im Lichte der aus ihr gezogenen
Folgerungen (siehe Abschnitt V) wird sie je=
doch merklich attraktiver.

Kann die Geschichte eine solche Betonung
des BEndlichen bestdtigen? Zweifellos war die
Anwendung der Geometrie vor Euklid weitgehend
bestimmt durch praktische Probleme,bei deren
Losung man mit speziellen lehrbaren Techniken
auskam,In dieser Phase waren sicher alle
"intendierten Anwendungen" endlich.Mit Euklids
Werk fand nun erstmals die deduktive Methode
Eingang in den Wissenschaftsbetrieb.Das be=
deutete aber nicht,wie in der modernen Logik,
daB die Grundbegriffe zundchst nur als inhalts=
leere,syntaktische Gebilde aufgefaBt wurden,
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vielmehr hatten die Grundbegriffe wohlbe=
stimmte intuitive Bedeutungen.Und die in=
tuitiven Vorstellungen wurden ja manchmal

bei Beweisen benutzt,wodurch diese vom
heutigen Standpunkt aus liickenhaft erscheinen.
Nun ist es aber klar,daB die Vorstellungen,
die mit den Begriffen der Geometrie verbunden
waren,Vorstellungen konkreter Sachverhalte

und mithin endlicher Objekte waren.Wir ver=
muten daher,daB in der Antike die Objekte der
Geometrie als endliche Cbjekte aufgefafllt
wurden.Mit anderen Worten: Das Paradigma von
Wissenschaftlichkeit erlaubte es nicht,Aus=
sagen iber das "Unendliche" als wissenschaft=
liches Objekt zu machen.Wir vermeiden eine
ausfihrliche Diskussion der delikaten Frage,ob
Euklid seine Theorie als Beschreibung "endlicher
Modelle" verstanden wissen wollte.Prima facie
scheint die Antwort auf diese Frage "Nein" 2zu
lauten,denn Euklid fordert ja in den Postulaten,
"daB man eine begrenzte gerade Linie zusammen=
hdngend gerade verlidngern kann" (siehe (5),
Postulate).Eine historisch fundierte Antwort
konnte jedoch anders ausfallen,eben weil die
Wissenschaft jener Zeit noch gewisse Skrupel
im Umgang mit dem Unendlichen hatte.

Ohne Benutzung modelltheoretischer Begriffe

kann man jedenfalls sagen,daB Euklids Axiome
relativ schwach waren im Vergleich zu den
Hilbertschen.Sie wurden in den letzten zwei=
hundert Jahren sukzessive prédzisiert und ver=
stdrkt.Die mit diesen Verstidrkungen befaBten
Wissenschaftler waren Mathematiker und als
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Grund fiir die Formulierung eines neuen Axioms
ist oft eine Licke in irgendeinem Beweis zu
nennen,In dem Bestreben,bekannte Sdtze der Geo=
metrie logisch prédzise und liickenlos zu be=
weisen,muBte man einfach an einigen Stellen
Zusatzannahmen machen,BEin besonderes Axiom
allerdings,das sogenannte Vollstdndigkeits=
axiom,l8B%t sich selbst in dieser Weise nicht
rechtfertigen.Zu seiner Begriindung missen viel=
mehr metamathematische Uberlegungen,etwa die
Forderung nach kategorischen Axiomensystemen,
dienen.Fiir historische Details verweisen wir

auf (6).

Unabhéingig von historischen {berlegungen kann
die Wahl der Grundbegriffe diskutiert werden.

Im Fall der Geometrie gibt es hier viele Mog=

lichkeiten.Wir wollen zundchst drei Kriterien

iiber die Wahl der Grundbegriffe formulieren,
welche hier zwar am Beispiel der Geometrie auf=
gestellt und begriindet werden,welche aber auch
fir andere physikalische Theorien bedeutsam sind.

1) Die nicht-theoretische Sprache soll reich
genug sein zur Formulierung relevanter Vor=
hersagen.

2) Einige wesentliche Werkzeuge und Hilfsmittel,
die fiir Messungen notwendig sind,sollen einen
entsprechenden Grundbegriff induzieren.

3) Mindestens eine GrundgrdBe soll quantitativ
sein.

Bekanntlich gibt es hochst einfache Axiomen=

systeme der Geometrie.Man kommt schon mit zwei

Grundbegriffen,dem des Punktes und dem des Ab=

standes zwischen zwei Punkten aus.Eine Geometrie
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ist dann einfach ein Paar [M,dJ,wobei M eine

Punktmenge und d eine Abstandsfunktion auf M

ist,sodaB gewisse Axiome erfilillt sind.Fassen

wir die Abstandsfunktion als theoretische

GroBe auf,so enthdlt die nicht—theoretische

Sprache genau einen Grundbegriff,ndmlich den

des Punktes.Hiermit 1Bt sich aber kein Satz,

geschweige denn eine Vorhersage formulieren.

Deshalb unser erstes Kriterium,denn zweifel=

los gibt es viele praktische Probleme,deren

Losung davon abhingt,ob gewisse geometrische

Vorhersagen zutreffen oder nicht? Einige all=

tdgliche Beispiele sollen dies verdeutlichen.

Sie werden zugleich helfen,eine intuitive Vor=

stellung davon zu bekommen,was denn empirische

Geometrie iberhaupt sei.Die Naivitdt der Dar=

stellung darf nicht dariiber hinwegt&uschen,daB

die Beispiele in etwas modifizierter Form
stdndig auch in komplizierteren Uberlegungen
von Technikern und Physikern wieder auf=
tauchen.

Bl Man will iiber einen Bach eine Briicke in Ge=
stalt eines langen Brettes legen.Das "liber
den Bach legen" des Brettes erfordert
einigen technischen Aufwand.Damit dieser
Aufwand nicht umsonst ist,stellt man vorher

geometrische Uberlegungen an.Man erwartet von

der Geometrie eine Aussage "Das Brett wird
iiber den Bach reichen" oder "Das Brett ist
zu kurz".

#) In diesem Punkt bin ich Prof.Kamlah fiir wert=

volle Hinweise verpflichtet.
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B2 Ein Konzertfliigel soll zwei Etagen hochge=
schafft werden.Man untersucht das Treppen=
haus sowie den Fliigel und kommt auf Grund
geometrischer Uberlegungen zu dem SchluB:
Unméglich.

B3 Zwei Erben erhalten ein Stick Land zu gleichen
Teilen.Die Teilung wird durch Grenzsteine
markiert.Nach einiger Zeit verklagt der eine
Erbe den anderen,er habe heimlich die Grenz=
steine versetzt.Man zieht einen Geometer zu
Rate,der nach einer Untersuchung erklért:
"Das eine Stiick Land ist kleiner als das
andere".

B4 Ein Bauarbeiter hat beim Mauern eine Reihe
von Steinen gesetzt und beginnt nun mit der
ndchsten Reihe.Dazu setzt er zundchst an
beiden duBeren Enden der Mauer jeweils einen
neuen Stein.Er will nun,daB die Steine,die er
dazwischen setzt,alle in einer Geraden mit
den duBeren Steinen liegen.Er sparnnt ein
Seil vom einen &uBeren Stein zum Anderen.

Die Geometrie sagt nun: Wenn er die neuen
Steine so aufsetzt,daB sie das Seil gerade
berilhren,so wird die Mauer gerade werden.

BS Ein im Keller gefundenes Brett soll darauf=
hin untersucht werden,ob es sich als Zwischen=
brett fir ein Regal eignet.Man benutzt die
Geometrie,um zu einer Entscheidung zu kommen.

In jedem Beispiel tritt eine geometrische Aussage

auf,die im betreffenden Kontext eine niitzliche

Punktion hat.Diese Aussagen sind es,die wir in

Kriterium 1) als relevante Vorhersagen bezeich=



-4~

neten.Man sieht sofort ein,daBl auch,wenn man
zu den Punkten noch Geraden und Ebenen als
Grundbegriffe hinzunimmt,solche Vorhersagen
nicht formuliert werden konnen.Man braucht auf
alle Fdlle noch relationale Grundbegriffe.
Hier bieten sich von den bekannten Axiomen=
systemen die Begriffe der Inzidenz,Kongruenz
und des "Zwischen" an.Fir eine axiomatische
Darstellung reicht auch hier schon ein
einziger relationaler Grundbegriff,etwa die
Zwischenrelation (vergleiche z.B.(23) ).Man
kann mit einem einzigen relationalen Grundbe=
griff hinreichend starke und komplizierte
Axiome formulieren,sodaB deren Modelle auch
die iblichen Axiome der Geometrie erfiillen.
Wenn wir uns im Moment auf nicht-metrische
Begriffe beschridnken,so hat die Benutzung nur
eines einzigen relationalen Grundbegriffs
folgende Konsequenz.Die Definition anderer
Grundbegriffe mit Hilfe des gegebenen einen
Grundbegriffs wird sehr kompliziert und be=
nutzt in der Regel Existenz—und Eindeutigkeits=
sdtze,die aus den Axiomen abgeleitet werden
miissen.

Natiirlich lieflen sich auf diese Weise die
geometrischen Aussagen der angegebenen Beispiele
mit einem einzigen Relationsbegriff formulieren.
Man konnte Jjedoch die Richtigkeit dieser Aus=
sagen nur dann annehmen,wenn man vorher iber=
priuft hétte,dall in dem betreffenden Beispiel
auch alle Axiome erfiilllt sind.Es ist leicht
einzusehen,dal bei Benutzung einer reicheren



Sprache die fraglichen Aussagen schon aus

einem (kleinen) Teil der Axiome folgen.Diese
Einfachheitsliberlegungen legen es nahe,mehrere
relationale Grundbegriffe zu verwenden,anderer=
seits ist ein Zuviel an Grundbegriffen uner=
winscht.Der goldene Mittelweg ist hier an den
vorhandenen Axiomensystemen der Geometrie ab=
zulesen.Die Axiome von Borsuk und Szmielew (3)
scheinen uns eine optimale Ausgangsbasis zu
liefern.Erstens sind diese Axiome durchweg
intuitiv verstédndlich,zweitens sind sie prédzise
formuliert,drittens werden so viele Grundbe=
griffe verwendet,dafl sich die geometrischen
Theoreme in relativ durchsichtiger Weise be=
weisen lassen und viertens kann man mit diesen
tatsdchlich relevante Vorhersagen formulieren.
Wir werden uns bei der Aufstellung unserer
Axiome eng an diesen Standardtext anlehnen.
Hierdurch wird die Wahl unserer nicht-theoretischen
Grundbegriffe zwar nicht begriindet (eine ein=
deutige Wahl ist unserer Meinung nach nicht be=
grindbar),aber immerhin motiviert.Als nicht-
theoretische Grundbegriffe widhlen wir: Punkte,
Geraden,Ebenen,sowie die Inzidenz— ,Kongruenz-
und Zwischenrelation.Man iberzeugt sich,daB die
Aussagen der Beispiele 1,3,4 und 5 in dieser
Sprache formulierbar sind.Wir wollen dies nur
an Beispiel Bl erldutern.Durch Triangulation
188t sich der Abstand der beiden Uferpunkte,
auf denen das Brett aufliegen soll,ermitteln.
Man trédgt diesen Abstand auf einer Geraden g an,
indem man auf ihr zwei Punkte a und b markiert.
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Die Aussage,das Brett sei zu kurz,lautet dann:
Bringt man ein Ende o des Brettes mit Punkt a
zur Inzidenz so,daB das andere Ende § auf der
Geraden g liegt,so liegt 8 zwischen a und b.
Natiirlich wurde hier bei der Triangulation
und beim Abtragen des ermittelten Abstandes
Gebrauch von metrischen Begriffen gemacht.
Dies ist aber kein Einwand gegen die Behauptung,
daB unsere drei Relationen dem Kriterium 1) ge=
niigen,denn es dreht sich hier nur darum,die
geometrische Aussage zu formulieren und nicht
darum,einzusehen,weshalb sie richtig ist.
Wenden wir uns nun dem zweiten Kriterium
zu.Angenommen,dieses sei nicht erfiillt.Dann
sind alle wesentlichen Werkzeuge und Hilfsmittel,
die bei geometrischen Messungen benutzt werden,
ohne Zusammenhang mit den Grundbegriffen.Es
fragt sich,wie in diesem Fall eine Aussage der
Geometrie zu verstehen ist.Abgesehen von dem
rein formalen Aspekt,daB eine solche Aussage,
vorausgesetzt,daB wir liber ein bestimmtes Modell

reden,gewisse Beziehungen zwischen Objekten
dieses Modells zum Ausdruck bringt,sagt dann
ein geometrischer Satz nichts liber die Realitdt
oder,wie man auch sagt,liber unsere lebenswelt=
liche Erfahrung,aus.Das hiermit angesprochene
Problem,wie die Terme einer Theorie Bedeutung
bekommen,darf wohl als ungeldst bezeichnet
werden.Wir sind der Meinung,daBl eine Teilklasse
der Klasse aller Grundbegriffe der Geometrie,
ndmlich die Klasse der nicht-theoretischen Terme,
einer ostensiven oder operativen Bedeutungs=
gebung zuginglich sein sollte.Wiirde keine
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physikalische Theorie diese Bedingung er=
fiillen,so durfte das Problem,wie die Terme
von Theorien Bedeutung erlangen,nicht nur als
ungeldst,sondern als unldsbar bezeichnet werden.
Andererseits ist es angesichts des Umstandes,
daB es theoretische Terme gibt,nicht zu er=
warten,daB alle Terme einer Theorie auf die
oben genannte Weise Bedeutung erhalten.Unser
Kriterium 2) stellt somit nur eine minimale
Forderung,ndmlich,dafl mindestens ein Term
einer operativen oder ostensiven Deutung zu=
génglich sei.

Zum Glick sind fast alle nicht~theoretischen
Terme der Geometrie von dieser Art.Bei den von
uns gewdhlten Grundbegriffen tritt dies be=
sonders deutlich fiir Geraden,Ebenen und die
Kongruenzrelation zutage.Unsere natirlichen
MaBstdbe: Stangen,Seile,Ketten,Lichtstrahlen
etc. sind approximative Modelle flir geometrische
Geraden.Ebenso sind Platten,Tafeln,Papierbdgen
"natirliche" Modelle von -Ebenen.Schlieflich ist
ein StandardmeBverfahren zur Lidngenmessung,
nédmlich das Messen mittels eines MaBstabes,ein
Beispiel fiir die Bedeutung der Kongruenz=
relation.Bei diesem Verfahren handelt es sich
ja um das Herstellen von Kongruenzen gewisser
Strecken nach bestimmten Regeln.Wir verzichten
hier auf eine weitergehende operative Begriindung
der von uns benutzten Grundbegriffe.

Im Gegensatz zu den beiden ersten Kriterien
scheint Kriterium 3) mindestens im Falle der
Geometrie problematisch zu sein.Der Grund liegt
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auf der Hand: Die Geometrie 1848t sich bereits
mit den bisher genannten qualitativen Be=
griffen vollstédndig darstellen.Wozu also noch
quantitative GroBen? Die Antwort hierauf

fdllt nicht leicht.Nehmen wir an,daB sich eine
empirische Geometrie nur ohne gquantitative
Begriffe adidquat rekonstruieren 1d48t und be=
trachten die Folgerungen aus dieser Annahme.

Da die Theorien der klassischen Physik auf

der euklidischen Geometrie aufbauen und da in
diesen Theorien quantitative Begriffe auftreten,
miissen Letztere nach der Geometrie eingefihrt
werden.Es kommen aber bereits in der Kinematik
quantitative Begriffe vor,ndmlich die Orts=
funktion.Die erste Moglichkeit,ndmlich daB
quantitative Begriffe in der Kinematik erst=
mals auftreten,steht im Widerspruch zu unserer
Intuition,daB die Ortsfunktion auf eine Ab=
standsfunktion zurilickzufihren sei.Es bleibt also
noch die Moglichkeit,daB zwischen Geometrie und
Kinematik eine eigene Theorie konstruiert wird,
die die Einfithrung des quantitativen Begriffs
"Abstand" beschreibt.Die Annahme,daB eine
empirische Geometrie nur ohne quantitative
Begriffe rekonstruiert werden kann,fiihrt somit
zu der Notwendigkeit einer Zwischentheorie
zwischen Geometrie und Kinematik.

Betrachten wir nun die gegenteilige Annahme,
also die Annahme,dafll eine adiquate Rekonstruktion
auch mit (prinzipiell iberfliissigen) quantitativen
Begriffen durchfihrbar ist.Diese Annahme 188t
die Moglichkeit einer Rekonstruktion zu,die drei
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Vorteile besitzt.Erstens braucht man zwischen
Geometrie und Kinematik keine Theorie,mittels
derer die quantitativen Begriffe eingefiihrt
werden.Zweitens ist unser Kriterium 3) er=
fillt und wir haben die M&glichkeit,die Ein=
fiihrung quantitativer Begriffe an einem weiteren
Beispiel zu untersuchen.Drittens konnen
qualitative Axiome eingespart werden.Zum
dritten Punkt ist sogleich eine einschridnkende
Bemerkung zu machen.Zwar konnen qualitative
Axiome eingespart werden,weil die gqualitativen
Begriffe durch die Abstandsfunktion definierbar
sind .Es kdnnen sogar alle qualitativen Axiome
ersetzt werden.Aber die neuen metrischen Axiome,
die als Ersatz dienen,sind nicht einfacher als
die Alten.Auch ist das nicht-theoretische
Vokabular dann,wie bereits erwdhnt,zu arm zur
Formulierung relevanter Vorhersagen.Ein zwang=
loser Nittelweg besteht darin,das nicht-
theoretische Vokabular =und das sind gerade
die bisher aufgezdhlten Begriffe— als vorge=
geben zu betrachten.Die Entscheidung,welche der
mit diesem Vokabular formulierten Axiome durch
Axiome mit quantitativen Begriffen ersetzt
werden,ist dann zum Teil auch eine Entscheidung
dariiber,ob man fur die vor—theoretischen
Strukturen der Geometrie geometrische Axiome
fordern soll.Es sei bemerkt,daB diese Ent=
scheidung in unserer Arbeit weitgehend den
Charakter einer ad hoc Entscheidung hat und daB
hier noch Platz filir weitere Diskussion ist.

Die Folgerungen aus den beiden Annahmen iiber
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ohne und mit quantitativen Begriffen legen

es nahe,die zweite Annahme 2zu akzeptieren.
AuBerdem gibt es noech weitere Grinde,an
Kriterium 3) festzuhalten.Wenn alle bisherigen
qualitativen Begriffe operativ deutbar sind

und damit zur Beobachtungssprache gehoren,
mochte man folgern,daB es in der Geometrie
keine theoretischen Terme gibt.Diese Folgerung
ist jedoch nur partiell richtig.Sie ist richtig,
wenn man theoretisch definiert als nicht zur
Beobachtungssprache gehtrig.Seit Sneeds
theorienbezogenem,funktionalem Theoretizitéts=
kriterium braucht man sich jedoch in der
Definition von Theoretizitdt nicht mehr auf die
Beobachtungssprache zu beziehen.In der Tat,die
quantitative GroRe des Abstands in der Geometrie
ist eine theoretische GroBe im Sinne von Sneed.
Wir stehen somit vor der merkwirdigen Tatsache,
daB es in der Geometrie zwar theoretische Terme
gibt,daB diese im Prinzip jedoch nicht notig
sind,genaver: Sie sind Ramsey=-eliminierbar.
Damit befinden wir uns in Widerspruch zu der
Vermutung,daB in allen interessanten Theorien
nicht—-Ramsey—-eliminierbare theoretische Terme
vorkommen (vergleiche (21),5.280 ff).Der
tiefere Grund dieses Dilemmas liegt darin,daB
wir bei Geometrie an die ausgereifte axiomatische
Theorie der Mathematiker denken,wdhrend unsere
wissenschaftstheoretischen Untersuchungen auf
empirische Theorien gerichtet sind.Die mathe=
matische Geometrie ist aber keine empirische



Theoric.Diese These,mit der die ganze

Problematik verschwindet,folgt auch aus der
spezielleren These: Die Axiome der mathematischen
Geometrie sind zu stark,um in ihrer Gesamtheit
als Grundlage fiir eine empirische Theorie

dienen zu konnen.Anders: Die qualitativ
formulierten Axiome sind so stark,daB sich

aus ihnen die Existenz und Eindeutigkeit (bis

auf Wahl der MaBeinheit) einer Abstands=

funktion beweisen 1&B8%.

Wenn wir bei der Rekonstruktion einer
empirischen Geometrie mit der vollen mathe=
matischen Theorie ansetzen,werden theoretische
Terme (hier die Abstandsfunktion) iiberfliissig.
Ein solcher Ansatz liefert keinen Beitrag zum
allgemeinen Verstidndnis der Rolle theoretischer
Terme.Dies ist ein weiterer Grund fir
Kriterium 3).Um etwas ilber theoretische Terme
aussagen zu konnen,muB man auch theoretische
Terme haben.In der Geometrie bedeutet
quantitativ und theoretisch sogar dasselbe.

So gesehen besagt Kriterium 3) einfach,daB
die Theorie (in unserem Spezialfall) mindestens
eine theoretische GroBe enthdlt.

Ein letzter Grund fiir 3) ist der.In der
empirischen Geometrie,welche fir praktische
Anwendungen wie die oben Beschriebenen niitz=
lich sein soll,ist der Abstand der zentrale
Grundbegriff.Zwar tritt in vielen Anwendungen
auch der Winkel als quantitative GroBe auf,
aber Winkel und Abstand sind wechselseitig
durch einander definierbar.Sicher konnte man
auch mit zwei quantitativen Grundbegriffen
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arbeiten.Allerdings wiirde das System dadurch
nicht einfacher.Jedenfalls geniigen auch

Systeme mit mehreren guantitativen Grundbegriffen
unserem Kriterium 3).

Gem&B diesen Ausfiihrungen nehmen wir zu den
genannten nicht-theoretischen Grundbegriffen
noch den gquantitativen Begriff des Abstands
als theoretischen Grundbegriff hinzu.

Die Abstandsfunktion ist ein theoretischer
Term im Sinne von Sneed.Hieriliber sollte man
sich Klarheit verschaffen,bevor die
FPormalisierung beginnt.An einer informellen
Darstellung kann man nicht unmittelbar ab=
lesen,welche GroBen theoretisch sind.Da man
diese Unterscheidung aber zur Formalisierung
braucht ,muB eine Entscheidung iiber
Theoretizitédt vor der Formalisierung auf in=
formeller Ebene gefdllt werden.Hierzu kdnnen
wir das Sneedsche Theoretizitdtskriterium
verwenden,Der Abstand zweier Punkte muB nach
diesem Kriterium in jeder Anwendung theorien=
anhédngig gemessen werden,was wiederum besagt,
daB eine andere Anwendung der Theorie bereits
als erfolgreich (d.h.als Modell) vorausge=
setzt werden muB (vergleiche (20),5.31 und S.
33).Natiirlich kénnen wir nicht alle Anwendungen
uberpriifen,weil wir nicht alle kennen und weil
bis jetzt auch keine Systematik fir die be=
kannten Anwendungen existiert.Wir wollen hier
nur am denkbar einfachsten Beispiel plausibel
machen,dal die Abstandsfunktion das Sneedsche
Kriterium erfiillt (eine ausfiihrlichere Dis=
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kussion folgt in Abschnitt V).Wir mochten be=
tonen,daB die folgenden Uberlegungen intuitiv
und informell sind.Es ist leicht,von einem
htheren Standpunkt aus Einwidnde zu erheben
oder Unverstdndlichkeitsbehauptungen aufzu=
stellen.Im Moment geht es jedoch nur um ein
ganz naives Verstdndnis.Der einfachste Fall
einer Abstandsmessung zwischen zwei Punkten
liegt vor,wenn die Punkte eine Ldngeneinheit
voneinander entfernt sind und der Abstand mit
einem starren Stab der Lange 1 gemessen werden
soll.Daf der Stab diese Linge hat,soll vorher
festgestellt worden sein.Man braucht dann nur
die beiden Enden des Stabes mit den Punkten
zur Inzidenz zu bringen.Wenn dies gelingt,so
betrdgt der Abstand zwischen den Punkten eine
Ldngeneinheit.Was ist aber,wenn der MaBstab
nicht mehr richtig gerade ist,sondern in=
zwischen gekriimmt wurde? In diesem Fall kann
man die Endpunkte des Stabes und die beiden
Punkte nicht zur Inzidenz bringen,der Stab ist
"zu kurz",Die Messung des Abstandes als
"kiirzester" oder "geradliniger" Verbindung
zwischen zwei Punkten setzt also voraus,daB
der benutzte Stab gerade ist,d.h. daB der MaB=
stab selbst eine (bzw. Teil einer) euklidische
Gerade bildet,oder anders,der MaBstab selbst
mit seinen Endpunkten muBl bereits Modell der
Theorie sein.Um also den Abstand zu messen,muf
eine andere Anwendung der Theorie,n8@mlich die,
in der die "Geradheit" des Stabes festgestellt
wird,bereits erfolgreich gewesen sein.
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III IDEALE EMPIRISCHE GEOMETRIEN

Unter Beriicksichtigung der in II angefiihrten
Punkte geben wir nun eine Formalisierung der
Geometrie an,sodaB die Struktur einer
physikalischen Theorie im Sinne von Sneed
(D6-a) erkennbar wird (daher "empirisch").
Gleichzeitig besitzt unser System uncch einen
hohen Idealisierungsgrad,weil die Objekte:
Punkte,Geraden und Ebenen,von denen die Rede
ist,als ideale Gebilde aufgefafllt werden,z.B.
haben Punkte keine Ausdehnung.Solche Objekte
finden wir in unserer Erfahrungswelt nicht
vor.

Zundchst beschreiben wir die partiellen
potentiellen Modelle.Da es sich stets um eine
bestimmte Theorie,in diesem Abschnitt um die
Geometrie,handelt,werden wir den Bestandteilen
des Kerns bestimmte Namen geben.Wir reden so
nicht von partiellen potentiellen Modellen,
potentiellen Modellen,Modellen und Constraints,
sondern von partiellen mdglichen Figuren,
méglichen Figuren,Figuren und abgeschlossenen
Figurenmengen respektive.

ne Cp,G,E, € ,Z,K] heiRt partielle mégliche
Figur,wenn gilt
1) P,G,E sind endliche,disjunkte Mengen,P € ¢
2) € € PX(GUE)
3) zgP?
4) xep*
Die Elemente von P,G,E sind die Punkte,Geraden
und Ebenen.Man beachte,dal alle drei Mengen




endlich sind.Die Relation <€ ist die
Inzidenzrelation.Da Punkte sowohl mit
Geraden,als auch mit Ebenen inzidieren konnen,
ist der Nachbereich von € die Menge aller
Geraden und Ebenen.Z ist die dreistellige
Zwischenrelation fiir Punkte.Wir schreiben
Z(a,b,c) und lesen "b liegt zwischen a und c",
was auch durch die Schreibweise angedeutet ist.
K schlieBlich steht filir die Kongruenzrelation.
Intuitiv stellt man sich zwei Strecken als
kongruent vor,wenn sie gleich lang sind.Will
man dies durch Punkte ausdriicken,so ersetzt man
die Strecken durch Punktepaare,wobei als Punkte
die Endpunkte der Strecken zu widhlen sind.Die
Relation K wird dann zu einer vierstelligen
Relation zwischen Punkten.Wir schreiben
K(a,b/a’,b”) und lesen "ab ist kongruent zu
a’b ".Intuitiv bedeutet dies,daB der Abstand
von a und b genauso groB ist wie der von a’
und bl

Eine partielle mdgliche Figur enthdlt alle
nicht~theoretischen Grundbegriffe unserer
Theorie entsprechend den Vorbemerkungen in II.
Man beachte,daB die Relationen hier noch vollig
unbestimmt sind.Zum Vergleich betrachte man
etwa partielle potentielle Modelle der
Partikelmechanik,in denen unter anderen
Relationen die Ortsfunktion auftritt.Diese ist
-mengentheoretisch ausgedriickt— bereits durch
eine groBe Zahl von Forderungen bestimmt.Es
stecken in ihr sowohl die Axiome der reellen
Zahlen,als auch die Axiome der Geometrie.Da=
gegen ist bei den Relationen in D9 nur die
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Grundmenge ,auf der die Relation operiert,
festgelegt.Hierdurch wird zwar keine bestimmte
anschauliche Vorstellung erzwungen,da eine
solche aber sehr niitzlich ist,wollen wir kurz
ein typisches Modell beschreiben.Man stelle
sich Geraden als endliche Strecken vor und
Ebenen als endliche,geradlinig begrenzte
Fldchen.Eine endliche Zahl solcher Entitédten
zusammen mit endlich vielen Punkten sei gegeben,
Wir stellen uns vor,daB jeder Punkt auf einer
Geraden oder Ebenen liegt und daB alle Geraden
und Ebenen sich beriihren,schneiden oder durch=
stoBen.So erhalten wir ein geometrisches Ge=
bilde,welches die anschauliche Grundlage dieser
und der folgenden Definitionen bildet.

Fir weitere Definitionen filhren wir einige
Bezeichnungen ein.In D10-1 werden Mitteilungs=
zeichen fir Punkte,Geraden und Ebenen festge=
legt.Im Folgenden werden die angegebenen Buch=
staben stets nur gemdB dieser Konvention ver=
wandt.Wenn also in einer Formel z.B. der Buch=
stabe "a" auftritt,so ist klar,daB von einem
Punkt die Rede ist.Der Ausdruck xMy in D10=2.4
und 2.5 bedeutet den Durchschnitt von x und y.
Sind x und y Geraden,so ist x My ihr Schnitt=
punkt,falls sie einen solchen haben,ansonsten
leer.Ist x eine Gerade und y eine Ebene,so ist
x Ny entweder leer oder gleich x oder ein Punkt,
je nachdem ob x die Ebene y iiberhaupt nicht
schneidet oder x in.der Ebene y liegt oder x die
Ebene y schneidet,aber nicht in dieser Ebene
liegt.D10-2.6 bis 2.8 regeln die Gleichheit und
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Inklusion filir Geraden und Ebenen.Gleichheit
liegt vor bei Ubereinstimmung in allen Punkten,
welche mit x und y inzidieren.Wir vermeiden es
dabei,uns eine Gerade als Kontinuum von Punkten
vorzustellen.Nach D9 kann es nur endlich viele
Punkte geben,die mit einer Geraden inzidieren,
Was "zwischen" diesen Punkten auf der Geraden
liegt,wird hier nicht gefragt.Dies ist der
tiefere Grund,weshalb wir Geraden und Ebenen
als eigene Grundbegriffe einfiihren.Wenn man
eine Gerade als Kontinuum von Punkten auffaft,
so kann man auf den Grundbegriff der Geraden
verzichten.Es kommt dann aber zu dem bekannten
Problem der Scholastiker,wie ein Kontinuum von
unausgedehnten Punkten eine Ausdehnung besitzen
kann.

Stellt man sich eine Gerade als Stange vor
und die mit ihr inzidierenden Punkte als Kerben
oder Marken auf dieser Stange,so kann es wohl
vorkommen,dafl zwei Punkte auf der Geraden weit
auseinander liegen,obwohl zwischen ihnen kein
weiterer Punkt auf der Geraden existiert.

Typisches Beispiel fur die Inklusion E ist
eine Gerade x,welche in einer Ebene y liegt.
Natirlich kann xEy auch fur zwel Geraden oder
zwei Ebenen gelten.

D10 (Bezeichnungen)
Ist F=[P,G,E, € ,Z,K] eine partielle mdgliche
Figur,so vereinbaren wir
1) Zur Bezeichnung der Elemente von

P a,b,c,a;,b.,c.
verwenden wir LM
G stets die oty By Yror: s s 9 )
Buchstaben AL 1’ﬁ1’Xi

E A,B,C,A;,B,,C4
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2) Pir x,y € GUE schreiben wir

2.1) a€x fir &(a,x)

2.2) a¢x fir 7(agx)

2.3) Byreesa €x flUr a,xa...na ¢x

2.4) a¢xny fir a<xAa<dy

2.5) Byreer@ XNy fr a,<XAyA..caa &xny
2.6) x=y fir Va(a€x e agy)

2.7) x#y fur (x=y)

2.8) xgy fir Va(a€x - a<fy)

3) coll(a,b,c) = JxeG(a,b,c€ o)

4) copl(al,..,a4) = HAEE(al,..,a4<A)

5) 5F,a,b‘={° €P/Z(a,c,b)v Z(a,b,c) v c=b}
6) Z(a,o,b) 2 a,bdx A Jc(c€on Z(a,c,b))
7) HF,o«,a=={CEP/Z(°’°"a)} falls ad o

8) Wir schreiben

8.1) aeF fiir aeP

8.2) 8ys.eya €F flr aj;eFa...ra €F
8.3) x€&F fir o€

8.4) orl,-.,ornEF fir oy €FA...A €T
8.5) A€PF fiir A€E

8.6) Al,..,An€F fir AlEF/\...AAneF

8.7) Sind xl,..,xnePUGu E,so bedeute
Vejyeorx e F = VxeP...Vx eF

coll(a,b,c) bedeutet,daB a,b und ¢ auf einer
Geraden liegen,d.h. co-linear sind (D10-3).
copl(al,..,a4) bedeutet,dad a;,..,a, co-planar
sind,d.h. in einer Ebene liegen.
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5 ist die Halbgerade mit Ursprung a,
F,a,b

welche durch Punkt b geht.Der Index F deutet an,
dall diese Halbgerade beziuglich einer bestimmten
Figur F definiert ist.Fiir P’ #F kann 5F,a,b¥
5F',a,b sein.Z(a,o,b) bedeutet,daB die Gerade

o zwischen den Punkten a und b verl&uft.
Stellen wir uns vor,daB a,b und e in einer
Ebene liegen,welche durch o in zwei H&lften
geteilt wird.Z(a,~,b) heiBt dann,daB a in der
einen H&dlfte und b in der anderen Halfte liegt.

HF heiBt Halbebene mit Rand o beziiglich a.
90y 8

Durch o« und a ist ndmlich eine Ebene bestimmt,
welche durch o in zwei H&lften geteilt wird.

Die Hdlfte,in der a nicht liegt,einschlieBlich der
Geraden eo,ist dann HF,a,a'AuCh hier brauchen

wir die Relativierung auf eine bestimmte
partielle mégliche Figur.
Wir fihren nun die potentiellen Modelle ein.

o1 (Pp,G,E, € ,Z,K,30 heiBt mdgliche Figur,

wenn gilt

1) (P,G,E,€ ,Z,KJ ist eine partielle

mogliche Figur
2) d:PxP >R

Zu den nicht-theoretischen Termen von D9 ist

hier die Abstandsfunktion d als theoretischer
Term hinzugetreten.Die Abstandsfunktion soll

die Eigenschaften einer lMetrik haben.

D12 Es sei P eine Menge.
Eine Funktion d:Px P - R
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heiBt Metrik (auf P),wenn fiir alle a,b,c€P

gilt

1) d(a,b) =2 0

2) d(a,b)=0 & a=b

3) d(a,b)}=d(b,a)

4) d(a,b) < d(a,c)+di(c,b)
Nach diesen Vorbereitungen kdnnen wir nun die
Modelle angeben.

D13 F=[P,G,E, € ,Z,K,d] heiBt Figur,wenn gilt
1) F ist eine mdgliche Figur
2) Va3a,b(agbAra,b€ o)
3) Va,pIx(a,b€ o)
4) VYa,b(a#b Ve, B (a,bcanB “o=P))
5) VA 3da,b,c(coll(a,b,c)Aa,b,c€A)
6) Va,b,c JA(a,b,c €4)
7) Va,b,e("coll(a,b,c)» ¥ A,B(a,b,c€AMNnB-»A=B))
8) VoaVA(3Ja,blaFbra,b€ani)> «EA)
9) Va,b,c(Z(a,b,c)= coll(a,b,c)A aFbic#a)
10) Va,b,c(coll(a,b,c) A afbfc#a » Z(a,b,c)v
: Zz(b,c,a) v z(c,a,b))
11) VYa,b,c,a’(Z(a,b,c) AZ(b,c,a’)>Z(a,b,a’))
12) Va,b,c,a’(Z2(a,b,a’)A Z(b,c,a’)=2Z(a,b,c))
13) Vo, Va,al,bl,cl,b,a2,b2,02(al,bl,cl< oA

ad oAB,,by,CHER A b¢’7§/\ Z(al,bl,cl)/\
Z(agsbyyc,) A K(al,bl/az,bg) A K(bl,cl/bz,cz)/\
K(a,a,/b,a,) A K(a,bl/b,bz)-)K(a,cl/b,cz))

14) d ist eine Metrik auf P
15) Va,b,c(Z(a,b,c) © d(a,b)+d(b,c)=d(a,c))
16) Va,b,al,bl(K(a,b/al,bl) © d(a,b)=d(aq,b;))

Es scheint uns angebracht,diese Axiome auch in
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der iblichen umgangssprachlichen Fassung auf=
zuschreiben.Sie lauten dann bei entsprechender
Numerierung.2) Jede Gerade inzidiert mit zwei
verschiedenen Punkten.3) Je zwei Punkte inzidieren
mit mindestens einer Geraden.4) Je zwei ver=
schiedene Punkte inzidieren mit hdchstens einer
Geraden. 5) Jede Ebene inzidiert mit drei
nicht-co=-linearen Punkten.6) Je drei

Punkte inzidieren mit wenigstens einer
Ebene.7) Je drei nicht—co-lineare Punkte
inzidieren mit hdchstens einer Ebene.8) Haben
eine Gerade und eine Ebene zwei verschiedene
Punkte gemeinsam,so liegt die ganze Gerade in
der Ebene.9) Liegt b zwischen a und c,dann
sind a,b und ¢ co-linear und alle verschieden.
10) Sind a,b,c co-linear und verschieden,dann
liegt b zwischen a und ¢ oder ¢ zwischen b und
a oder a zwischen ¢ und b. 11) Liegt b
zwischen a und ¢ und ¢ zwischen b und ajso
liegt b zwischen a und at 12) Liegt b

zwischen a und a’und ¢ zwischen b und ajso
liegt b zwischen a und c¢. 13) 1dBt sich am
Besten durch eine Skizze verdeutlichen:

Sind alle schraffierten Strecken kongruent,so

auch die punktierten.Die restlichen Axiome sind
unmittelbar verstédndlich.
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Eine Figur kann man sich folgendermafBlen
vorstellen.Man denke sich die endlich vielen
Punkte von P im dreidimensionalen Raum ange=
ordnet.Dann verbinde man alle Punkte unterein=
ander durch Geraden und fllle alle so entstehenden
Dreiecke durch Flidchen aus.Das dann entstandene
Gebilde ist ein Standardmodell unserer Axiome
(daher auch die Bezeichnung "Figur").Wegen
P#D enthdlt P nach D13-6 und 5 mindestens
drei Punkte.Das Minimalmodell besteht also
aus einem Dreieck,sowie dessen Eckpunkten und
Seiten,wobei die Seiten iiber die Eckpunkte
hinausragen kodnnen.

D13-15 und 16 konnen als Definitionen fiir 2
und X dienen.Wir k&men also,wie in den Vorbe=
merkungen gesagt,mit d als einziger Relation
aus.Dort wurden aber auch die Griinde fiir die
Verwendung von Z und K dargelegt.Umgekehrt
bilden D13-15 und 16 keine Definition von 4
mittels 72 und K.Dies sieht man an folgendem
Satz.

T1 In einer Figur ist die Metrik d nicht durch

Z und K definierbar.
Beweis: Wdre d durch Z und K definierbar,so wire
jede Figur eine konservative Erweiterung der
Struktur,die aus ihr durch Weglassen von d und
der Axiome,in denen d vorkommt,entsteht (vers=
gleiche (18),5.57 ff).DaB dies nicht sein kann,
zeigen wir an einem Beispiel.Wir geben eine
Struktur ohne Abstandsfunktion an,welche alle
Axiome D13-1 bis 13 erfiillt,aber sich nicht
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durch eine Metrik so ergédnzen 1l&Bt,daB D13-15 und
16 gelten.Wir definieren: P:={a,b,c,e},G:= {

oy By x,::'},E::{A}, & :={Ea,a],Ee yod,Cec,0d,la,p I,
v, p 3,00,y J,Cc, y3,[b,0” I, Le,” 1, [a,40,[b,A],

Ec,A],Ee,A]},Z:={Ea,e,c]],K::{Ea,e,a,b],[e,c,b,c]}.
Man pruft leicht nach,daB (P,G,E,€ ,Z,K] eine
partielle mégliche Figur ist,die D13-2 bis 13
erfiillt.Angenommen,es gebe eine Metrik d mit
den Eigenschaften D13-15 und 16.Es folgt:
d(a,e)+d(e,c)=d(a,c) aus Z(a,e,c) und 15),sowie
d(a,e)=d(a,b) und d(e,c)=d(b,c) aus K(a,e/a,b),
K(e,c/b,c) und 16).Hieraus erhilt man d(a,b)+
d(b,c)=d(a,c) und damit nach 15):Z(a,b,c) im
Widerspruch zur Definition von Z.

Aus D13 konnen wir einige einfache Folgerungen
ableiten.

T2 Ist CP,G,E, € ,Z,K,d] eine Figur,so gilt
fiir alle a,b,c,ai,bi,cieiP

a) Z(a,b,c)> Z(c,b,a)

b) Z(a,b,c) = —1Z(b,a,c)

¢) K(a,b/e,c) © a=b

i) K(a,b/v,a)

e) K(a,b/al,bl)/\ K(a,b/ag,bz)—-)K(al,bl/az,bz)

f) K(al’bl/aZ’bz)A K(bl’cl/bz’cg)A Z(al’bl’cl)

A Z(ay,by,c,) = K(al’cl/a2’°2)

Beweis: a) folgt aus D13-14 und D12-3.
b) Wir nehmen an,es gelte Z(a,b,c) und Z(bv,a,c).
Es folgt d(a,b)+d(b,c)=d(a,c) und d(b,a)+d(a,c)=
d(b,c) nach p13-15 und hieraus 2d(a,b)+d(b,c)=
d(b,c) mit D12-3.Aus letzter Gleichung und D12-1
folgt d(a,b)=0 und daher mit D12-2 a=b.Aus
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Z{a,b,c) folgt aber nach D13-9,daB afb.Also
ist unsere Annahme falsch.

¢) folgt aus D13-16 und D12-2,

d) folgt aus D13-16 und Di2-3.

e) folgt aus D13-~16.

f) folgt aus D13-15 und 16.

Da die bisher definierten Figuren endliche
Objekte sind,die Modelle der Geometrie aber un=
endlich,miissen wir wesentliche Forderungen der
Geometrie als Constraints,d.h als Beziehungen
zwischen PFiguren darstellen.Hierzu bendtigen
wir einige zu D10 analoge Bezeichnungen,die
sich von den dortigen nur durch einen zusédtz=
lichen Index,der die Figur angibt,bezliglich
derer die betreffende Relation gelten soll,
unterscheiden.

D14 (Bezeichnungen)
Ist I eine Indexmenge und sind fir i€ I
F1=EPi’Gi’Eiﬂ <ifZi’Ki'dij Figuren,so verein=
baren wir
1) Die Elemente von Pi’Gi’Ei werden weiterhin
gemdB D10-1 bezeichnet
2) Fir x,yeGiUEi schreiben wir

2.1) a(i x fir (i(a,x)

2.2) a {ix fir 1(a <ix)

2.3) ayy.esa, €,x  fur a) €jXA...na €.x
2.4) a<;xny fira <xra €,y

2.5) 8yreera €:xNy fir a) €;xNyA..Aa &.xNy

2.6) x=;y fir Va(a <;x ©a&y)
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2.7) x¥iy fiir ﬂ(x:iy)

2.8) x g,y fur Va(a <.x a{iy)

3) coll;(a,b,e) = Jo €G; (a,b,c < o)

4) copli(al,..,a4) = 3A€Ei(a1,..,a4<iA)
5) 5i’a’b:={cePi/zi(a,c,b)vZi(a,b,c)vc=b}
6) Z.(a,or,b) = a b{-uAEc(c(iorAZi(a,c,b))
7) Hy .—{ceP /2. (c,a,a)} falls a< o

i,o,a
8) D10-8 gelte entsprechend fir Gi statt €

9) Gilt P.C Pj und x; € Gy U Ei,xjé GJUEj,so

sei xj <x‘j = \7'a.€'Pj_(a<ixi éaéjxj)

Die einzige gegeniiber D10 neue Bezeichnung ist
D14-9.xi < Xy besagt,daB alle Punkte der
"kleineren" Figur mit Punktmenge P, (PiQin)
genau damn auf der Geraden oder Ebene Xy
liegen,wenn sie auch auf der Geraden oder

Ebene x'j der griBeren Figur liegen.Als einfaches
Beispiel kann man sich eine Gerade X4
welche mit allen Punkte von Pi inzidiert.Ver=

vorstellen,

léngert man diese Gerade,sodaB sie mit weiteren

Punkten 8yeeyBy inzidiert und setzt P =P, 3V

{?l,..,a } so gilt fiur die erweiterte Gerade b'

Xy < xj.DaB man diese Beziehung braucht,zeigt die

folgende Definition.

D15 a) Es seien Fi=EPi’Gi’Ei’<jﬂzi’Ki’di]’i=1’2
Figuren,

F2 hei3t eine Erweiterung von F1 (in Zeichen:
FlE F2) yWenn gilt
I)HQPZ



—46-

2) Yoe G PG, (x <P)
3) VAeE, IBEE,(A <B)
4) VYa,beP ( 4,(a,b)=d,(a,b) )

b) Wir schreiben kurz
b.1) Fiy+e,F EF fir FJCFA...AF CF

b.2) FEFl""Fn fir FEFlA.../\F\:Fn

v.3) FlCF2CF3 fir FJCF,AF,CF

1 2 3

Der Begriff der Erweiterung ist leicht zu ver=
anschaulichen.Man stelle sich eine Figur Fl vor.
Zu dieser nehme man nun weitere Punkte hinzu
und vervollstdndige das Gebilde wie frilher be=
schrieben zu einer Figur F_ durch Hinzunahme
aller notigen Geraden und Ebenen.Genau dann ist
F2 eine Erweiterung von Fl,wenn F2 auf diese
Weise aus Fl gewonnen werden kann,Insbesondere
gelten also gemdB D15-a die folgenden Aussagen.
Jeder Punkt von Fl gehdrt auch zu F2.Jede Gerade
von F, ist "Teilmenge von" (im Sinne von D10-2.8
oder D14-2.8) einer Geraden der Figur F, und
genauso ist jede Ebene von Fl in einer .Ebene
von F, enthalten.SchlieBlich &dndern sich die
Abstédnde der "kleineren" Figur durch die Er=
weiterung nicht.Diese intuitiven Erlsduterungen
werden im folgenden Satz verscharft.Wir bendtigen
fur spdtere Definitionen eine eindeutige Be=
ziehung zwischen Geraden und Ebenen und ihren
zugehdrigen Erweiterungen.Wenn F1E2F2 gilt,so
muf zu jeder Geraden o von Fl die erweiterte
Gerade B mit ¢ <P in F, durch o eindeutig
bestimmt sein.Analoges soll fir Ebenen gelten.



I3 Sind Fl'FZ Figuren mit FIEFZ’SO gilt

a) Es gibt eine Funktion f = G, mit

1, 2! l
a.l) Vofe(}l(cf < f1’2(or))

8.2) Vo€l VREG (o <PB=pf; 5(a))

b) Es gibt eine Funktion g1,2:E1 = E, mit
b.1) VAEE, (4 < g ,(4))

b.2) VAEE) VBEE (A < B - B=pg ,(4))

Beweis: a) Aus F,C F, folgt

(1) Voe6 3 B G (< B)

Wir setzen fl’2(o¢):=)’30,wobei ‘ﬁo gemal (1)
beliebig gewdhlt ist.Es sei nunB €6, mit o<)B
gegeben.Aus o € G, folgt Ja,be Pl(a;!b/\a,b(lor)
nach D13-2.Aus a,b< o und o< und <73
folgt hiermit a,b <, Y3, und a,b <2)’3 +.Hieraus er=
halten wir nach D13-4: 'YB: )’3 Damit ist 3,
durch o eindeutig bestimmt und fl 5 eine
Punktion.a.,l) gilt per Definition von f1 >

und a.2) driickt gerade die Eindeutigkeit aus.
b) Nach Voraussetzung gilt

(1) VAEE, 3B €E,(4 < B)

Wir setzen gl’Q(A):=Bo,wobei B, gemdB (1) be=
liebig gewdhlt ist.Es sei BCE2 mit A < B ge=
geben.

(2) AeE| —>3a,b,cePl(a,b,c <1AA—rcolll(a,b,c))
nach D13-5.

(3) a,byc €44 > a,b,c €,BMB; da A < BAA < B,
(4) 3o, B eGl(a,b<luAa,c<lY3) D13-3

(5) a D<o > a b<2fl 2(a)=:o: nach T3-a.

(6) a,c& 1’3 > a c<2fl 2(’)’3)—.7’31 nach T3-a.
(7) 00112(a b,c) *33‘6(} (a, byc €, ¥) D14-3
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8) ge‘bt/a_c vb=c = coll,(a,b,c) D13-3,D14-3
"L ,@}} a;éb/\a;!c/\a b <€0q A a e €, Ry Ae, b0
=¥ =, By D134
(10) 00112(8. b,c) A agbfe#a - a b€ 5By (6),(7),(9)
(11) a,p <€ Ysl-fl 2()’3)/\6. bCPl 2 a,b< ’Y3
da ’B< £ 2(7’3)
(12) coll, (a,b, c)/\ agbAagc » a,b € B (4),
(10) (11)
(13) coll,(a,b,c) = coll, (a,b,c) (8),(12)
(14) "colll(a,b,c) - ﬂcolle(a,b,c) (13)
(15) ﬂCOllg(a’b’c)/\a’byc <2B”B° (2)9(3)’(14)
(16) B=,B (15) mit D13-4 und D14-2.6
Damit ist Bo durch A eindeutig bestimmt und 8.0
H
eine Funktion.
Eine weitere einfache Folgerung aus D15 ist die.

T4 Sind Fl’FQ’F3 Figuren,so gilt

a) Fl:F2cF3 d F‘]_[:F3

b) Fll: Fl

c
e) FIEF A, AEFiA 514 fl,z(or)__ zgl’z(A)

Beweis: a) folgt aus der Transitivitidt von& ,<
und =.b) ist trivial.

¢) Wir haben

(1) o €Gy = Fa,blagba a,b<€ o) nach D13-2

(2) a,b€ o = a,b<2f1,2(a) nach T3

(3) a b<lct§ A »>a,b<g A

(4) a,bp € 1ANA < g 2(A) > a,b&,8 2(A) D14-9
(5) a,b< fl z(u)ﬁgl H(8)  (1)-(4)

(6) £ 1, Q(U)gzgl 2(A) (5)’D13"8

Wir kommen nun zu einer ziemlich komplizierten
Definition,in der,wie schon angedeutet,die

restlichen Axiome der Geometrie als Beziehungen
zwischen Figuren formuliert werden.Wie dies ge=



schieht,mb8ge zundchst an einem einfachen
Beispiel verdeutlicht werden.Ein bekanntes
Axiom der Geometrie (vergleiche D16-4) fordert,
daB zwischen Jje zwei verschiedenen Punkten a
und b stets ein weiterer Punkt ¢ liegt.Dieses
Axiom kann in unseren endlichen Figuren nicht
erfiillt sein,denn aus ihm allein folgt schon,
daB es unendlich viele verschiedene Punkte

in der Figur geben muB.Wie aber sollen wir
dieses Axiom als Beziehung zwischen Figuren
darstellen? Einfach mit dem Begriff der Er=
weiterung von D15,der eigens zu diesem Zweck
erfunden wurde.Genauer heiflt das Axiom dann:
Wenn in einer Figur Fl zweil verschiedene Punkte
a,b existieren,so gibt es stets eine Erweiterung
F2 von Fl und in dieser Erweiterung F2 einen
Punkt c,sodaB c¢ zwischen a und b (in F2) liegt.
Anstatt also von unendlichen Punktmengen aus=
zugehen,welche die starken geometrischen
Existenzaxiome erfiillen,konstruieren wir,be=
ginnend mit einer endlichen Punktmenge,
sukzessive weitere Punkte so,wie die Existenz=
axiome es fordern.Fir jeden neu konstruierten
Punkt miissen wir zu einer Erweiterung der ur=
spriinglichen Figur iibergehen.Natiirlich wird man
durch Konstruktion endlich vieler neuer Punkte
stets wieder eine endliche Figur erhalten.Es
konnte eingewendet werden,dafl eine derartige
Geometrie viel zu schwach sei,denn in der vollen
Geometrie brauche man einfach unendlich viele
Punkte.Dazu ist zweierlei zu sagen.Erstens
werden wir nicht fordern,daB nur endlich viele
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Figuren betrachtet werden dlirfen.Es ist durch=
aus erlaubt, (liberabzdhlbar) unendlich viele
Piguren gleichzeitig zu betrachten.Mit anderen
Worten,wenn wir von hinreichend vielen Figuren
ausgehen und den ProzeB der Erweiterung hin=
reichend oft anwenden,kOnnen wir genauso viele
Punkte erhalten,wie sie in der klassischen
Geometrie gefordert sind.Zweitens: Fur eine
empirische Theorie,welche praktisch angewandt
werden soll,muB3 man obigen Einwand gerade um=
kehren.Er lautet dann nicht,daBl unsere
Formulierung zu schwach ist,sondern daB die
klassische Geometrie als empirische Theorie
viel zu stark ist.Tatsdchlich wird man,um eine
Voraussage zu machen,stets nur endlich viele
Hilfspunkte in Betracht ziehen.Hierzu geniigt
es aber,mit endlichen Figuren und endlichen
Erweiterungen zu arbeiten.Erst die Forderung,
daB alle mdglichen Hilfspunkte fiir alle mdg=
lichen Anwendungen zugleich in einem System
gegeben sein missen,fihrt zur unendlichen,
klassischen Geometrie.<>

D16 Eine Figurenmenge OL heiBt abgeschlossen,
wenn gilt
1) VFe0 V4, ,B ,a) €F(a; € 4 M B » 3
F260L3a2€F2(FlE F2Aal;€ a2/\a2<2g1,2(A1)
Mogy o(B)))
2) EFleOL3al,..,a4éFl(ﬂcopll(al,..,a4))

3) VF,€0Va,d eFl(a;é b > JF,éM FcEF,
(FlEF2A ZZ(a,b,c)))



4) VFeaVa,beF (af b » IF,€0LIcEF,
(Fll: FyA Zz(a,c,b)))
5) VFl € OLVYA,o,a,b,c € Fl(a,b,c <A
"colll(a,b,c)/\ o ElAAZ]_(a,or,b) Ac {lor -
dr,e0(FCF, A Zy(0,£1 5(e),e)) v AP €0
(FltF3A Z3(a,fl’3(o:),c)))
6) VYF €AVa,b,cq,c,€F, (a#b > FF, €0t
(Fy E Fy A dlceF,(c <p85,a,p" K,(a,c/cq,c,))))
7) VFIGOL Va,b,a,,b,0,8,,B € Fl(a;(b/\a,b {BRA
—‘00111(31’b11cl)/\32*1$/\ Kl(a’b/al’bl) -
dr et (P,CF A JlceF,(c €,H A
2 1- %2 2 272,81 5(B),8,

K2(a,c/al,cl) A Kz(b’C/bl’cl))))

8) Es seien <F,>,<U;>,<V;>,i=1,2,3,... Folgen,
sodaB fir jedes i gilt
8.1) F.e0L 8.2) U,€P.,V,cP,

8.3) FiEFi+l 8.4) UiSU ViC_ZV

i+l? 1+1

Dann gelte:
EaeFl‘v’ieN Va,e U; Vb eV, (2,(a,a,by)) =

JPed (F,CFA IbEFVjeNVa,e Uj\{b}
Vb, € Vj\{b}EFje O{_(FCFJ.Aaz,b2<ij/\
Zj<a2’b’b2))
9) VFleOLVA,ot,orl,otz,aeFl(otglAl\a<1A/\
a{lor/\dl;‘lotz/\a<lollﬁlorz i 3F26 OL(FIE F2
A30€F2(c<2f1,2(or) n2f1,2(orl)))v Iryeq

Beschreibt man die einzelnen Axiome von D16 in=



haltlich,so erkennt man sofort bekannte
geometrische Axiome.D16~1 lautet in der iiblichen
Pormulierung so.Haben zwei Ebenen Al und B1
einen Punkt a; gemeinsam,so enthalten sie auch
einen weiteren,von a, verschiedenen Punkt 8y

In unserer Formulierung liegt dieser Punkt a,

in einer Erweiterung F2 von F1 und er liegt

dort nicht im Durchschnitt von Al und Bl’
sondern im Durchschnitt der zu F2 gehdrigen
erweiterten Ebenen gl,Z(Al) und g1’2(Bl).2)
fordert,da mindestens in einer Figur vier
nicht—-co-planare Punkte vorkommen.Eine solche
Figur muB dann mindestens drei Dimensionen
haben.3) bedeutet,dal es zu je zwei verschiedenen
Punkten a und b einen Punkt ¢ gibt,sodaB b
zwischen a und ¢ liegt.Analog fordert 4) die
Existeénz eines Punktes ¢ zwischen a und b.5)

ist das sogenannte Pasch-Axiom und besagt dies.,
Ist o eine Gerade,welche in einer Ebene mit

dem Dreieck mit Eckpunkten a,b,c liegt und
zwischen a und b hindurchgeht,aber nicht durch
c,50 schneidet die Gerade o entweder die Strecke
bc oder die Strecke ac.DaB o die Strecke bec
schneidet,heiBt hierbei,daB es einen Punkt a,
auf der von b und ¢ erzeugten Geraden gibt,
welcher mit o inzidiert.Nach 6) gibt es zu je
zwel Punkten C1sC5 auf der Halbgeraden mit Ur=
sprung & durch b genau einen Punkt c,sodaB ac
kongruent zu ¢¢p ist.Zu diesem Axiom braucht man
den Begriff der Halbgeraden,um die Eindeutigkeit
fordern zu konnen.Wirde man statt der Halbgeraden
einfach die von a und b erzeugte Gerade nehmen,
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so gdbe es auf dieser zwei Punkte,welche die
Kongruenz erfillen,ndmlich auf jeder Seite

von a genau einen.7) besagt Folgendes.Ein
Dreieck mit Eckpunkten al’bl’cl sei vorgegeben.
Dann gibt es zu jedem Punktepaar a,b,welches
kongruent zu einer Seite des Dreiecks (etwa zu
albl) ist und auf einer Geraden 13 liegt,auf der
Punkt a, nicht liegt,genau einen Punkt ¢ in der
Halbebene mit Rand Y durch a,,soda die
Strecken ac und bec mit den Seiten des Dreiecks
a,c, und blcl jeweils kongruent sind.Auch hier
enthdlt die genaue Formulierung in der er=
weiterten Figur,deren Existenz gefordert ist,
nicht einfach die Gerade Y3 ,sondern deren Er=
weiterung.Wie in 6) hat der Begriff der Halb=
ebene die PFunktion,die Eindeutigkeit von ¢ zu
gewdhrleisten.8) ist das sogenannte Vollsténdig=
keits— oder Stetigkeitsaxiom.Die iibliche
Formulierung lautet folgendermaBen.Sind X und

Y nicht-leere Punktmengen und liegt a so,daB
jeder Punkt a| von X zwischen einem Punkt b1
von Y und a liegt,so gibt es einen Punkt b,
welcher zwischen allen Punkten von X\{b}und
Y\{b}liegt,d.h.fiir alle Ca,,b,J € (X\{b])x(Y~{b})
gilt: Z(a2,b,b2).Diese allgemeine Formulierung
1848t fur X und Y unendliche,sogar iiberabzadhlbare
Mengen zu.Stellt man sich eine Gerade als die
Menge der rationalen Zahlen vor,zerteilt diese
an einem beiiebigen Punkt in zwei Hdlften und
nennt die eine Hdlfte X,die andere Y,so ent=
spricht die obige Formulierung genau dem Voll=
stdndigkeitsaxiom der Analysis.Bei unserer
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Formulierung dieses Axioms mittels Figuren=
mengen gehen wir von der Tatsache aus,daB es
sich in der Analysis unter Verwendung des Be=
griffs der Zahlenfolge ausdriicken laBt.Analog
erhalten wir eine Aussage iUber Folgen von
Figuren.Diese ist kurz zu motivieren.Die Punkte
von X und Y,deren Abstand minimal ist,wollen wir
Randpunkte nennen.Dann konstruieren wir in X
eine Folge <Ui> endlicher Punktmengen,derart,dal
UiQ;Ui+l gilt und die neu hinzukommenden Punkte
von Ui+1 sich den Randpunkten von X immer mehr
ndhern.Genauso finden wir eine Folge <Vi> in Y,
Fir jedes i betrachten wir dann eine Figur,deren
Punktmenge UiLJVi enthdlt (D16-8.2).Wir bekommen
so eine Folge vor Figuren,sodaB 8.3 gilt.Wenn es
nun einen Punkt a (der zu Figur F, gehoren mége )
gibt,sodall alle Punkte a; aus den Ui zwischen

a und irgendeinem Punkt b1 aus einem Vi liegen,
so gibt es ein b in einer Erweiterung F von P.,
sodaB b zwischen allen Punkten a, ¢ L}{Ui\{b]/iefN}
und b, € u{vj\{b}/g‘eN} liegt.Da fiir solche a,,b,
noch nicht gewdhrleistet ist,daB a2,b2,b in
einer der Figuren Fi liegen,miissen wir zu jedem
Paar Ea2,b23 eine geeignete solche Erweiterung
Fj betrachten.9) schlieBlich ist das Parallelen=
axiom,welches besagt,daB es zu jeder Geraden

und zu jedem Punkt in einer Ebene genau eine
Parallele gibt,die durch diesen Punkt hindurch=
geht.Bei unserer Pormulierung benutzen wir die
logisch &quivalente Form,daB von zwei ver=
schiedenen Geraden oy und orp,wWelche durch a in
der Ebene A gehen,mindestens eine die vorgegebene
Gerade schneidet.Auch hier miissen wir das



"schneiden" so ausdriicken,daB es in einer
Erweiterung F2e Ol Portsetzungen der Geraden
o und oy gibt,welche einen gemeinsamen Punkt
¢ enthalten.

Eine Figurenmenge X ,welche D16 erfillt,ist
abgeschlossen in dem Sinn,dafB man weder durch
geometrische Konstruktionen noch durch Stetig=
keitsiiberlegungen die Existenz neuer Punkte er=
halten kann,welche nicht schon zu einer Figur
von (L gehdren.Da jede Figurenmenge auch eine
Menge potentieller Figuren ist,ist jede abge=
schlossene Figurenmenge ein Element von Pot(Mp),
also ein Kandidat,welcher zum Constraint ge=
horen koénnte.Sneed hat seine Constraints wohl
in der Absicht eingefiihrt,die einzelnen An=
wendungen der Theorie zu einem konsistenten
Ganzen zusammengzufiigen.Dies wird im Wesentlichen
durch den (=,=)-Constraint erreicht.Daran,daB
sich unter den formalen,mengentheoretischen Be=
griff des Constraint auch inhaltlich ganz andere
und stédrkere Forderungen subsumieren lassen,war
urspriinglich nicht gedacht.Auch wenn man von
dieser Moglichkeit Gebrauch macht,wie etwa
Moulines (14) und wir in dieser Schrift,sollte
man doch die anfdngliche Konzeption im Auge be=
halten.

Die Forderungen von D16 sind geometrische
Axiome und haben nichts mit dem (=,= ~Constraint
zu. tun,deshalb miissen wir diesen noch gesondert
einfithren.Wir kidnnten den (=,=)-Constraint fiir
die Geometrie durch Anwendung von D3-c mit xi=d
fordern.Es zeigt sich aber,dafl eine andere
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Definition wesentlich eleganter ist und die
Beweise vieler Theoreme stark abkiirzt.Diese
Definition sieht zunichst stédrker aus als der

=,=)=-Constraint.Sie 148t sich aber =zumindest
in der Geometrie~ als mit dem (=,=)-Constraint
dquivalent beweisen.

Da diese Forderung auch in anderen Theorien
niitzlich sein dirfte,wollen wir sie auch allge=
mein ausdriicken.Sie lautet dann: Mit je zwei
Modellen ist auch deren Vereinigung wieder ein
Modell der Theorie.Die Vereinigung ist hier rein
mengentheoretisch zu verstehen.Flr den Fall,daf
die Modelle mehrstellige Relationen enthalten,
mufB unter Umstanden flir gewisse Tupel von Objekten
die Relation in passender Weise durch Definition
erginzt werden.

D17 Eine Figurenmenge X heift vertriglich,wenn
gilt
VF ,FreXIF€Q (Fl,le:F3)
Nun sind alle zur Definition des Kerns bendtigten
Begriffe definert.Es ergeben sich aber bei der
Wahl des Constraints gewisse Schwierigkeiten,
welche man am Besten durch Vergleich der drei in
Frage kommenden Moglichkeiten erkennt.Wir
definieren deshalb zunidchst den Constraint fiir
die Geometrie in drei verschiedenen Arten und
daran anschlieBend den Kern der Geometrie,
fiir den dann je nach Wahl des Constraint wieder
drei Moglichkeiten bestehen.
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D18 a) X€C, gaw X ist eine abgeschlossene und
vertrédgliche Figurenmenge
b) X€C,, gdw es gibt eine abgeschlossene,
vertrdgliche Figurenmenge Y,
sodaB X&€Y
c) x:ece gdw X ist eine vertridgliche Figuren=
menge
Eine ausfiihrliche Diskussion verschieben wir auf
Abschnitt V.Hier sei nur bemerkt,daB die Elemente
von C (dem "idealen" Constraint) unendlich
viele Figuren enthalten mﬁssen.ci ist also nicht
transitiv.Cit entsteht aus Ci durch Hinzunahme
der Transitivit'atsforderung.cit kann auch endliche
Figurenmengen enthalten.C_ schlieBlich (der
"empirische" Constraint) fordert nur die Vertrig=
lichkeit von PFiguren,ist also,in verénderter
Form,der (=,=)-Constraint.

D19 Die Kerne Kj=[:M‘?jp,M'j Mj,ij der idealen

pp’p’

empirischen Geometrie werden fir j=1,2,3 wie

folgt definiert

1) Mgp ist die Menge aller partiellen méglichen
Figuren fir j=1,2,3

2) Mg ist die Menge aller moglichen Figuren

- fur §=1,2,3
3) MY ist die Menge aller Figuren fiir j=1,2,3
4) c; fur j=1

cd=d ¢y, fir j=2

ce fiur j=3
Zur Diskussion dieser Kerne,bei der wir uns auf
die mit jedem Kern formulierte empirische

Behauptung beziehen,miissen wir noch etwas zur
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Menge IG der intendierten Anwendungen sagen,
denn die empirische Behauptung ist ja eine
Aussage Uber IG.

IG 148t sich nicht explizit angeben,sondern
wird paradigmatisch bestimmt (vergleiche (22),
5.198 ff).Im Falle der Geometrie ist diese Be=
stimmung nicht leicht,weil sich das Interesse
der Wissenschaftler im Laufe der Geschichte
immer mehr von praktischen Anwendungen zu
abstrakten Betrachtungen hinwandte.Eine wissen=
schaftstheoretische Untersuchung miiBte also weit
zurickgreifen,von besonderem Gewicht wdre hier
die Zeit vor Euklid.Wdhrend sich im Fall der
klassischen Partikelmechanik die Wissenschafts=
theorie und Wissenschaftsgeschichte schon viele
Jahre und seit Kuhn (10) verstidrkt mit solchen
Fragen beschdftigt,scheint die Geometrie etwas
vernachlédssigt worden zu sein.

Da in der Neuzeit Geometrie nur "more geometrico"
betrieben wurde,also ohne Beziehung auf An=
wendungen,und da unsere Kompetenz fir wissen=
schaftshistorische Untersuchungen vernachléssig=
bar gering ist,konnen wir nur einige kurze Be=
merkungen iber die intendierten Anwendungen IG
der Geometrie machen.

Erstens folgt aus unserer formalen Darstellung,
daB jede intendierte Anwendung die logische Form
einer partiellen moglichen Figur hat.Wenn wir
die Relationen €,Z und X durch operationale
Regeln nicht weiter festlegen,so ist die Aus=
sage,etwas sei eine partielle mdgliche Figur,
trivial.Jede Menge von Objekten kann unter
diesen Begriff fallen.



Zweitens konnen wir eine (notwendig nicht
vollstdndige Liste von Beispielen angeben.Wir
nennen einige Stichworte: Landvermessung,Bau=
pléne,Tafelzeichnungen im Schulunterricht,Ab=
standsmessung flir kleine Abst&dnde.Zu jedem Stich=
wort lassen sich leicht Beispiele angeben dafiir,
welche Objekte eine partielle mdgliche Figur
bilden konnen und auf welche Weise die
Relationen vorzustellen sind.Vielen Beispielen
ist gemeinsam,dafl darin Abstdnde eine Rolle
spielen.,Diese Tatsache kann jedoch nicht fir
eine allgemeine Charakterisierung benutzt werden,
well bekamntlich fir groBe Entfernungen
Schwierigkeiten bei den MeBmethoden entstehen.

Drittens konnen wir einige Beispiel angeben,
die trotz gewisser Ahnlichkeiten mit den unter
Zweitens Genannten keine Anwendungen der
Geometrie sind: Abstandsmessung fir groBe Ab=
stédnde,Volumen und Oberflachenbestimmungen.

Nach diesen Bemerkungen iber IG definieren
wir drei Theorien,von denen Eine den Namen
"ideale empirische Geometrie" erhdlt.

D20 a) Die Theorien Tj (j=1,2,3) werden wie
folgt definiert
Tj:=[Kj,IG] ,wobei

Kj=[M%p,Mg,Mj,Cj] und I gemdB D19 und

den Ausfithrungen iber IG gegeben sind
b) T, heiBt die ideale empirische Geometrie
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IV DIE ADAQUATHEIT DER IDEALEN EMPIRISCHEN
GEOMETRIE

Zundchst beweisen wir,daBl keiner der drei Kerne
von D19 trivial ist.

5 (Nichttrivialitdt der Geometrie—Kerne)
Fiir j=1,2,3 gilt: A(Kj);!Pot(Mpp)

Beweis: Es sei F:=E{a,b},{a},¢,{[a,a],tb,a]},¢,¢].
Man prift leicht nach,daB P eine partielle
mogliche Figur ist.Wdre {F} EA(KJ.),so konnte

man F zu einer PFigur ergidnzen.Nach T2-4 wire

dann [a,b/b,al€K,also K#P im Widerspruch zur
Definition von F.

Wir wenden uns nun der AdHquatheit zu.Die
Theorien mit Kern Kl und K2 sind addquat in
folgendem Sinn.Jedes Element von A(Ki),i=1,2
1408t sich einbetten in ein Modell der Geometrie.
Demnach sind die in Ki,i=l,2 enthaltenen Forder=
ungen genauso stark wie die der Geometrie.
Zundchst brauchen wir préazise Definitionen von
Geometrie und Eindbettung.

D21 (Bezeichnungen)

Sind P,G,E Mengen und <€ <P x (G UE),2& P ,KcPY

so verwenden wir folgende Bezeichnungen

1) Die Vereinbarungen von D10 fiir €, und
und fir die Bezeichnung der Elemente von P,
G und E werden ubernommen

2) Z(a,oyb),coll(a,b,c) und copl(al,..,a4)
seien wie in D10 definiert

3) 66%’a5 a€PAadbeP(aFba 6={c €P/%Z(a,c,b)v

Z(a,b,c) v c=b})



4) Heg = o€GAJacP(ag oA H={c € P/%(c,e,2)})
5) Fur ée‘fz,a gelte a€ 8 © a€s
6) Fir HEE  gelte a€H © a€H

%‘a ist die Menge der Halbgeraden mit Ursprung a,
8’0{ die Menge der Halbebenen mit Rand e.

Es folgt der Begriff der Geometrie,wie er in (3)
angegeben ist.

D22 Eine Geometrie ist ein Tupel [ =[P,G,E, €,2,K]
mit den Eigenschaften

1) P,G,E sind Mengen

2) €gPx(GUE),zcP?,KkeP*

3) Yoda,b(afbAra,b€ o)

4) Va,pJx(a,b€ o)

5) Va,b(a;fb - Vcr,ﬂ (a,b(otn'ﬁ - ot=’f3))

6) Vada,b,c(1coll(a,b,c)Aa,b,c€4)

7) Va,b,c3A(a,b,c¢ A)

8) VYa,b,c(71coll(a,b,e) > VA,B(a,b,c€ AN B > A=B))
9) VuVa(3 a,b(afb Aa,b€xlMA) » xSA)

10) VA,B(Ja(a<AnB) »3JIb(bfanb€AnB))

11) Hal,..,a4( 7cop1(al,..,a4))

12) Va,b,c(z(a,b,c)=> coll(a,b,c)A afbFc#a)

13) VYa,bv,c(zZ(a,b,c) - Z(c,b,a))

14) Va,b,c(z{a,b,c) = =1 Z(b,a,c))

15) VYa,b,c(coll(a,b,c)Aa afbfefa - Z(a,b,c)v
Z(b,c,a)Vv Z(c,a,b))

16) Va,b(a#b » 3cZ(a,b,c))

17) Va,v(a¥b »3cZ(a,c,b))

18) Va,b,c,al(z(a,b,c)/\ Z(b,c,al) - Z(a,b,al))

19) Va,b,c,al(Z(a,b,al)A Z(b,c,al) - Z(a,b,c))

20) VAVoVa,b,c{(eEAAa,b,c€ Arrcoll(a,b,c)
AZ(a,x,D)A cfo @ Z(b,o,c) Vv Z(a,o,c))



21)
22)
23)

24)

25)
26)

27)

28)

29)
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Va,b,c(X(a,b/c,c) = a=b)
Va,b(X(ayb/b,a))
Va,b,al,bl,a2,b2(K(a,b/al,bl) A K(a,b/a2,b2)—>

K(alybl/329b2))

V’al,bl,cl,ag,bz,cz(K(al,bl/ae,bz)A
K(bl’cl/b2’°2)A Z(al,bl,cl)A Z(az,b2,c2)4
K(aq,cq/a5,5c5))

VaVvse %’a Vb,c 3!al(a1< &A K(a,al/b,c))

Vo, Val,bl,cl,a,az,b2,c2,b(a1,bl,cl< o A
a{uAaz,b2,02<)’!/\b*ﬁ'ﬁl\Z(al,bl’cl)’\
Z(a2,b2,c2)/\K(al,bl/a2,b2)/\K(bl,cl/b2,02)A
K(a,al/b,az)A K(a,bl/b,bz) - K(a,cl/b,cz))

VoeVHeGa\/a,b,al,bl,cl(a#b/\a,b<cv A
ﬂcoll(al,bl,cl)/\K(a,b/al,bl) -

Flc(c€HA K(a,c/al,cl) AK(b,c/bl,cl)))

VIVY(XCPAYSPAXADEY ATaVYb,c(beXnceY »
z(b,a,c)) » Ja, Vb ,by(by e Xv{a)} 2 bzeY\{al}
= Z(blyalybz)))

VAVoaVa(loEANa€hnago > VR, Y (B, yrEAL
ANa€Pny A 13b(beanP)ariIec(ceany) »
B=Y))

Eine verbale Interpretation der komplizierten

Axiome wurde bereits im AnschluB an D16 ge=
geben und braucht hier nicht wiederholt zu

werden.Wir konnen nun den Begriff der Einbettung

prézisieren.
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D23 Es sei [ =(P",G’E; €7,2”,K"] eine Geometrie,
a) Eine partielle mogliche Figur [P,G,E,€ ,Z,KJ
heiBt einbettbar in I ,wenn gilt
1) P€P’
2) VoeGdo'e ('VacPlaco ¢ a d’e’)
3) VAEEJACE’ vaePla<h & a &’A”)
4) va,b,ceP(zZ(a,b,c) & z°(a,b,c))
5) Va,b,al,blEP(K(a,b/al,bl) © K’ (a,b/a),b

1)
b) Eine Menge X partieller mdéglicher Figuren
heiBt einbettbar in I~ ,wenn jede partielle

mégliche Pigur von X einbettbar in I ist.

Intuitiv ist F einbettbar in [ ,wenn F eine Teil=
struktur von N ist.Insbesondere miissen die
Punkte von F auch Punkte von I~ sein.

D24 Fur eine Menge L potentieller Figuren wird
o :=CPp 1G ot v Boys €00 120 5K I wie folgt
definiert
1) By :={a/IFet(acF)]

2) Gy i=fo/ P60 I BEP(o=Pp) | ,wobed
”')E'F:={be Py /IF'€OC TP E P (FEF'A B <B'A

be' R}

3) Eg :={a/ IPeorIBeF(a=B,)] ,wobei

TBVF:={bEPOL/3F'€013B'E F’(FCF'AB< B A
b <’B")}
4) Za(a,b,c) & JFeo (a,b,c eF/\ZF(a,b,c))
5) K (a,b/a”,b”) & IJF€ (a,b,atb’eFA
KF(a,b/a',b'))
6) a€g ot ac PDLAuéGOIA ae o
7) aéqA ©aEPy AAEEGZAa €A

Mit D24 wird nun der entscheidende Satz formuliert.
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Da der Beweis von T6 ziemlich langwierig und

von geringem philosophischem Interesse ist,
werden wir an einigen vertretbaren Stellen auf
die Ausfihrung des Beweises im Detail verzichten.

16 Ist Ol eine abgeschlossene und vertridgliche
Figurenmenge,so ist I_O(. eine Geometrie.

Beweis: Wir beweisen zunichst einige Hilfss&tze.
Lemma 1 a) Sind a,b,c € Fe L und gilt ZF(a,b,c),
so gilt auch Zp. (a,b,c) fiir alle P’ mit
a,b,c € F'ecx
b) Sind a,b,a’,b’ € FEOX und gilt KF(a,b/a;b'),
so gilt auch KF,(a,b/a;b') fir alle P mit
a,b,ajb’€F’e X

Dies folgt unmittelbar aus D13 und D17.
"

Lemma 2 o=RpAFCF A B EF AR <R =)y
1

Beweis: Sei b€ o.Dann ist nach Voraussetzung bE’ﬁ/F.

Nach Definition von )@'F gibt es F'e &, B € F*

mit b€ “p” und P<B".Nach D17 gibt es F,E0C

mit F,F, CF,.Sei 132:=f1’2( 7’31) €F,.Da REF,

gibt es a,b€B mit aFb.hus RB< Bi< }32 folgt

a,b<, P, und wegen 73<7'3':a,b<'73:SeiT$3:=

fF',z( ) €F,,dann ist a,b<2733.Aus a,b< 273217}33

)

ABos 153 €F, folgt }’;2:2733,5,130 Y3'<]'§2.Daraus

haben wir: IF,601 3 BLEFL(FICFya B<P,rAb<,PB5),
S X A

d.h.b € (Tzl)Fl.Sel umgekehrt bé& (’]’31)F1.Dann

liegt b in einer Erweiterung F]'_ von F, auf

einer Geraden ’)G]’. mit B< By <pi.Wegen T4 ist
b also in o.
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Lemma 3 F,C=F,An8a,b,c€F) = (coll,(a,b,c) ©
colll(a,b,c))

Beweis: "@":HaeGl(a,b,c <1or) - 3ﬂ:= 1,2(01)6

G2(a,b,c 627’3).

"->": Nach D13 gibt es o, p € G (a,b € A a,c € 3).

BEs folgt: a,b <2f1’2(o¢)1\ a,c <2f1,2(7’3).Aus

collz(a,b,c) erhalten wir: er C—2(a.,b,c <2X‘).Sind

zwei der Punkte a,b,c gleich,so gilt colll(a,b,c).
Wir konnen also annehmen,dafl a,b,c paarweise
verschieden sind.Dann haben wir a,b< ,f; 2(<>:)/\

?

a,c <2fl’2(13)/\ a,b,b €, .Nach D13 folgt
hieraus y:rl’z(o«)=fl’2(13),a1so a,b€2fl’2(‘ﬂ).

Aus F EF2 und a,b€Fl folgt nach D15 und T3:

1
a,b <, ,also,da c <l73 »coll, (a,b,c).

~o PN
Lemma 4 A=B, A FCF, AB€F AB<B = A=(131)Fl
Der Beweis verlduft analog zu dem von Lemma 3.

Man benutzt Lemma 3.

Lemma 5 a) Fir o, BB €FE0L gilt o=f3 = Sp=Pp
b) Fir A,BEFEOL gilt A=B - =B,
Lemma 5 folét unmittelbar aus den Definitionen
von Q’F und Ag.
;_;_e_nu__na_6 Fl,F2&0L A Fll:Fon{eFll\ B E F2/\a <PB-
B=ty 5(e)
Beweis: Nach dem Beweis von T3 ist fl,z(o& die

einzige Gerade in F,,welche o < £ 2(or) erfilllt,
9
Al ist =f .
so is ]’5 11’2(o¢)
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Lemma 7 Fl,FzsoL n FIEFz/\AEFlA B€F2/\ A<Bo=>
B=g) ,(A)
Beweis: Wie Lemma 6.
Lemma 8 Sei a,b,c € FEO .Dann gilt
collF(a,b,c) © coll,a (a,b,c)
Beweis: Es gelte collpy (a,b,c).Dann gibt es
°‘€GOL mit a,b,c <0¢ o.Hieraus folgt nach Lemma 2:

IFe0r IB, € Fl(u=('7?’l)Fl,\ a,b,c €1 B,)Also

gilt colll(a,b,c).Nach D17 gibt es FQEOL mit
F,F,EF,.Nach Lemma 3 gilt dann collz(a,b,c) und

hieraus folgt wieder mit Lemma 3 collF(a,b,c).
Umgekehrt gelte collg(a,b,c),d.h. 3o’ € F(a,b,c <z").

Mit a:=2<"FEG0( folgt dann die Behauptung.

~r

Lemma 9 Sei o{,AGFEOL.Dann gilt: LA » &VFEAF
Beweis: Sei aéolocF.Es gibt F1€OL'=713 eFl(FCFlA
< a N L a i = .Nach
o <P A <1'{3) ach Lemma 6 ist )3 fF’l(or) ac
T3~ c A)=: .
3-c folgt fF,l(o«) gF,l( )=:B also a €,B.Es

gibt daher F €01 EIBEFl(FEF
d.h.aémAF.

1 AA < BAaélB),
Lemma 10 FE€OU A a,A,Be FAagpAnB » a&, A nE,
Beweis: Aus a <FA und T3-b folgt a<0LKF.Aus a{FB
und T3-b folgt aémBF,also aémAFﬂ Bp.
Lemma 11 Fir al,..,a4c-FeO( gilt

copl’_oL (al,..,a4) - coplF(al,..,a4)

Beweis:
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Wir zeigen zundchst: Fir FEF € O gilt
(+) coplF,(al,..,a4) - coplF(al,..,a4)
Sind drei der a. in F co-linear,so gilt (+).

1

Wir konnen also annehmen,daB je drei der a;

in F nicht co-linear sind.Wir betrachten die von
a),85,83 in F erzeugte Ebene A.Aus coplF,(al,..,a4)
folgt,daB es in F’eine Ebene B’ gibt mit
al,..,a4<'B:AuS al,..’a3<FA < fF’Fr (A)=:B
folgt somit: al,..,a3'<’BlvB',also B=FB'.
Wir haben daher al,..,a4'<'B .Hieraus folgt
nach D14-9: al”"a4f<FA ,also coplF(al,..,a4).
Mit (+) kOnnen wir nun Lemma 11 beweisen.Aus
coplr-oc(al,..,a4) folgt BAEEoL(al,..,a4<0L A)
und/\h,ieraus 3Fl€0(, 3A16 Fl(al,..,a4€1A1/\
A=(al)Fl ),d.h.copll(al,..,a4).Wir wihlen
F,€ &¢ mit F,F;CF,,dann gilt coplz(al,..,a4)
und hieraus folgt mit (+) coplF(al,..,a4).
Lemma 12 Fir a,b,ceFe Ot gilt:
ZOL(a,b,c) -» ZF(a,b,c)

Dies folgt aus Lemma 1la.
Lemma 13 Fir a,b,a”,b"€ F€ Ot gilt:

Ka(_(a,b/a',b’) - KF(a,b/a;b’)
Beweis:Lemma 1b.

s

Lemma 14 Aus a,b,R EFE N ,x€ Got_,b{-aor,oc]ep

und Zp(a,B,b) folgt 2y (a,e,D)
Beweis: 1) ZF(a,'VB,b)—ba,b<F’)’3/\30(c <P A

ZF(a,c,b))

N

2)(:<EJ3A<ﬁrﬂF > cégo
3) ZF(a,c,b) - Zm(a,c,b)
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Annahme : a<0¢.°'
4) 3r 3 B eF, (FCFAB <P rag, By)
~s
5) o=(PBylp A e€ Py av By
6) 2 (a,c,b) - Z (a,c,b) - 3dPBye Fl(a,c,b {1ﬁ2)
7) Z,(a,c,b) - afe
8) a;éCAa cE€ BB, 2By {ﬁz
9) b{lﬁl aus 6) und 8)
lo) b€y o im Widerspruch zur Voraussetzung
11) aé‘xa aus 1lo)
12) a,b{motA30(06aa/\zo((a,0,b)) 2),3),11)
13) Zg (a,o,b)
Lemma 15 F1CFyA ¥ € Fya B=fy (¥ )a b XA
PE P AEE )y p 20 gy
Beweis: 1) c(lH1 ¥ b - a b{lgl\ 30(2 {(a,c,b)A
c<,Y)
2) 3c(z olasc,b)ac €, BIn b4,
3) a<,B»a€,y day<Pracp,
4) ag,3 3) und 1)
5) Z,(a,B ,b) 2) und 4)
6) ad oty » .y
Wir kommen nun zum Beweis von T6.0ffenbar sind
Poy 16 ousEpp Mengen, €,E Py X (Gp VEy ). Weiter
gilt Zy S By und Kz € B4 .Wir beweisen nun die
Eigenschaften 3)-27) von D22.
D223 Veoe€Gy 3 a,b€Py (a;ébna,béma)
Beweis: Sei o € Gy .Dann gibt es Feox und BET,

sodaf F’,ﬁF. B¢ F »3Fa,be Flagbaa,b (F7’3) nach
Dl3.Dann sind a,b& POL und a’b<OL°' nach T4-b.
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D22-4 Va,b &Py aaEGm(a,bémor)

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen.
Man benutzt T4-b.

D22-5 VYa,b€Py (afb » Vo, € G (a,béyonp »
U:n))

Beweis: Seien a,b,e,8 gegeben mit a,bémun’ﬁ.
Es gibt Figuren Fl,..,F4EOL »sodall gilt: a€F,,

beF2,3x35F3(u=Cf;)F3) wna 3y, €r, (B=(Yy,)-
Nach D17 gibt es F560L mit Fl,..,F4E:F5,also
a,b,f3 5( ¥3)sfy 5(¥,) € Fs.Nach Lemma 2 ist
d=[m)]F5 und ’ﬁ:[m)]Fs.Aus a,b€,y,

o NP folgt,dad es Fg,F, gibt mit FgCFg,F, und
3P € Pe(f3,5(¥3) <Pg) wnddPy €Fy (1, 5(y,) <
Bq) und a,b€5PBcA a,b<7y37.Aus Lemma 6 folgt,

daB Be=f5 ¢(f3,5(¥3)) wnd Po=fy 7(£, 5(¥,)).

Wegen a,b€ Fy folgt hieraus a,b<5f3,5(b"3) und

a,b<5f4,5(bf4).Aus a¥b und a,b<5f3,5( 3-3)11

f4,5({4) folgt aber f3’5()"3)=f4,5( ¥,) nach

Dl3.Man erh&lt nun die Behauptung mit Lemma 5a.

D22-6 VAeEq3a,b,céPol (-acollr.ol(a,b,c)/\
a,b,c€p4)

Beweis: Man benutzt Lemma 8,

D22-7 Va,b,c& P, JAEEpy (a,b,cémA)

Beweis: Nach D17 gibt es F€ A mit a,b,c€F,
Gilt —rcollF(a,b,c),sg‘_folgt nach D13 JFA'e€ F
(a,b,c (FA').Mit A:=(A')F6E o erhélt man die Be=
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hauptung.Es gelte nun collF(a,b,c).Nach D16
gibt es F'€ L und al,..,a4eF' mit coplF(al,..,a4).

Nach D17 gibt es F2 mit F,F'EFZ.In F2 findet
man nun eine Ebene B& F2 mit a,b,céQB.Mit Az=

,§F2 € Egy folgt dann die Behauptung.

D22-8 Va,b,cer (—ucollra(a,b,c) > ¥V A,B€ Eg,
(a,b,c<mAnB = A=B))

Beweis: Analog zu D22-5.Man benutzt Lemmata 4,5,
7 und 80

D22-9 YV oe Gy VAEEg(Fa,be Py (afbra,bsyomi)
> oCA)

Beweis: Es seien o,A,a,b gegeben mit afba a,b gy MA.
Es gibt Figuren Fy,..,F,€ O mit aeF,bef,,

Ipe F3(u=’f3’F3) und 3B€F4(A=§F4).Nach D17

gibt es F560L mit Fl,..,F4E: Fs,also a,b, y =
f3’5(1}),0:=g4’5(B)e Fs.Aus a,b€yxnA folgt,daB
es F6,F7EOL gibt mit F5EF6,F‘7 und 3a6€ Fe
(a,b<6o«6/\){' < 0{6) und 3A7€F7(a,b<7A7A C < A7).
Nach Lemma 6 und Lemma 7 ist 0!6=f5,6(8') und
A7=g5,7(c).Wegen a,b&Fg CF¢,F,y gilt also

a,b< ¥ M C.Da a¥b,folgt ¥y & C nach D13.Nach
Lemma 2 ist o= ?_F und A=’('3vF .xEA erh#lt man nun

5 5

mit Lemma 9.

D22-10 VA,BEEm (Jac PD( (a(MAhB) »3dbe Py,
(a#b AbéolAnB))

Beweis: Seien a,A,B gegeben mit a<¢y AMNB.Wie in

den bisherigen Beweisen findet man Fe® mit aé¢F,
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3Ale F(A=(A1)F) , 3]315 F(B:(Bl)F) und a €pA M B,.
Nach D16 gibt es FlEOL und bEFl,sodaB FEF1

aZbA b€ lgF,l(Al) ngF,l(Bl)‘NaCh Lemma 4 ist
T ——
A=[g/1«:,?A1-3JF1 und B= [gF,l(BlgFl und aus Lemma

10 folgt die Behauptung.
D22-11 3a1,.. 18,4 € Ppy (~ copl,—“ (al,.. ,a4))
Beweis: D16 und Lemma 11.

D22-12 VYa,b,ce Pg (Zp (a,b,c)-> coll, {a,b,c)n
agb#c#a)

Beweis: D13 und Lemma 8.

D22-13 Va,b,ce Py, (2 gy (a,b,c) = Zot(c,b,a))
Beweis: T2-a.

D22-14 Va,b,cepa (Zg (a,bye) » 124 (bya,c))

Beweis: Es gibt FE€ Ot mit ZF(a,b,c).Wir
nehmen an,es gelte Zy (b,a,c),d.h. 3F160(
mit Zl(b,a,c).Nach D17 gibt es Fyeot mit
F,F;C Fy.Dann gilt nach Lemma 1:Z2(a,b,c) und
Z2(b,a,c).Aber aus Zz(a,b,c) folgt mit T2-b
‘lzz(b,a,c).Damit ist die Annahme widerlegt.

D22-15 ¥ a,b,c& Py (colly (a,b,c)A afbécda -
Zq(a,b,c)v 2 (v,c,a)v Za(c,a,b))

Beweis: D13 und Lemma 8.

D22-16 Va,be Py (a#b > T c€& Py (Z2 g (a,b,e))
Beweis: D16.

D22-17 V'a,b€Py (aFb >3 EPOL(ZOL(a’c’b))
Beweis: D16.

D22-18 VY a,b,c,a’e P (Zm(a,b,c)AZoi (a,b,2”) -



Zq(a,b,a'))

Beweis: D13.

D22-19 VYa,b,c,a’e POL(ZOL(a,b,a’)A zm(b,c,a')‘-»
Z(x (avbsc))

Beweis: D13.

D22-20 VAEE, VoeGo Va,b,ce Py (dEAAR,D,cC
€ph AT collrm(a,b,c)/\ Zm(a,a,b)/\ c{oloe -
Zo((b,ol,c) Vip (a,0,c))

Beweis: Aus D17 bekommen wir ein FEOL mit
a,b,c € FA I BE F(A=By) AT BE Flo= ) Aa,b,c < 4B.

1) PBerF - 3al,a2€ F(alaéazlt al,azéF'ys)

2) ay,a, <FYs-> al,a2<mcx 2 ay,a,€5A

3) FFE0 (FCF A IBj€ Fl(A=(ﬁI)FlAal,a2<lBlA
2108y <o fp, (B)=2yy)) _

4) a,b,c € F1 A X‘l,BlfFl/\A=(Bl)Fl/\a=( Xl)Fl/\

XlE B,Aa,b,c€ B, aus 3)

5) Zm(a,a,b) - 3F26013r526 FZ(FIEFZ/\X‘]_ <PBoA
a) €, Byl A3 Fi€ A (25(a,ay,D))

6) P e (Fy,F3TF na,bye,fy H(f, 4(y1))=: 9y
gl,2(g2,4(Bl))=:B4€F4AA=(@F4AF(?;)F‘l"
JLEByn a,b,c<4B4/\a1<4X‘4/\Z4(a,a1,b)A
a,b4, 441 coll,(a,b,e)ac {4 ¥y) aus 5) mit

Lemma 6,Lemma 8 und T4-c.
7) Y458 Bya 8,0,0 <,4By A —nc0114(a,b,c)/\ Z4(a, x*4,b)/\

c€,Y, aus 6)
8) IFF;€a (F4EF5AZ5(b,f4’5( ¥a)ec))v
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V3F650L (F4C Fs/\ Z6(aof4,6(x-4)9c))
aus 7) und D16.
9) bycf, on a,cf o aus Zg (a,xyb) und Voraus.

lo) Z5(b,f4'5(b’4),c) - b,c{5f4,5(5‘4)/\3b1<5
£4,5084) (250,10 50))

11) Zgla,fy c(F4)se) = acdgf, (§y)ade €4
£4,60 §4) (Zglaseqye))

12) (Zg(b,by,¢) = Zoe (bybyse))a (by €5, (8 ,) =
bl<o,_0f)

13) Z6(a,cl,c) - Zm(a,cl,c)

14) 1 <6ty (¥ y) = cr€pe

15) Z(byo5¢) V2 p(c,o,a) aus 9)=-13)

D22-21 Va,b,c&Pg (Kg(a,b/c,c) » a=b)

Beweis: T2-c.

D22-22 Va,bePg (Ky(a,b/b,a))

Beweis: T2-d.

D22-23 Va,b,ajbla;,b € Py (Kg (a,b/aib’)a
Km(a,b/al,bl) - Km(a;b'/al,bl))

Beweis: T2-e.

D22-24 Va,b,c,ajbjc’€Py (K (a,b/ajb’)A
Kog(b,e/b3c”)A 2, (a,b,0)A L, (ajbie’) =
Ko (a,c/ate’))

Beweis: T2-f.

D22-25 Vae P, V6€ ‘5& Vb,c ¢ By Jlay € Py

(aléocaAKOL(a'al/b’c))
Beweis: Seien a,b,c,8 gegeben.ée%—a ->3a2¥a

(5:{0 € Py /Zm(a,c,az)v Zo((a,az,c) v c=a2}).
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Es gibt FE O mit a,b,c,a,€ Fa a;éag.Nach D16

gibt es ein FlE O und genau ein ale Fl,sodaB

FCP A2 <€ 16l,a’a2A Kl(a,al/b,c).Es gibt also

a;€ Py mit Km(a,al/b,c).

1) a, < lsl,a,az - Zl(a,al,aZ)v Zl(a,az,al) va,=a,

2) (Zl(a,al,az) > Zo,_(a,al,aQ))/\ (Zl(a,az,al) -
Zm_(a,az,al)) Lemma 1

3) alélél,a,a? > 81&y
4) Hale Py (alé(ZSA Km (ayal/byc))
Da a, nur in Fl eindeutig bestimmt ist,missen wir die
die Eindeutigkeit in Py noch beweisen.Dazu sei
a;€ Py mit a3€.,6 AKm(a,a3/b,c) gegeben.Es
gibt F,€ 0L (Fy CF,Aa,b,c,a,8,,83€F) ).Da a;‘az,
folgt aus D16: EF e 3'a4€F (F CF Aa443 3,a az/\
K3(a,a4/b,c)).H1eraus folgt
5) Va5€F3(a5<363,a’a2/\ K3(a,a5/b,c) - a4=a5)

Wir setzen a5:=al

6) F1EF3Aal<161,a,a2 - al<363,a,a2

7) FlL‘F3/\Kl(a,al/b,c) - K3(a,al/b,c) Lemma 1
8) a;=a, aus 5)-7)

Wir setzen ag:=a; in 5)

9) a3<a6 - a3=a2vzm(a,a3,a2)v Z g (a,az,aB)
lo) Zm(a,a3,a2) - Z3(a,a3,a2) Lemma 12

11) Zm(a,a2,a3) - Z3(a,a2,a3) Lemma 12

12) a3<m6 - a3<36 aus 9)-12)

3!aia2
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13) Ko((a,a3/b,c) - K3(a,a3/b,c) Lemma 13
14) a3<353,a,a2/\ Ky(a,ay/b,e)  12) und 13)
15) a;=a, aus 5) und 14)

16) a =8y aus 8) und 15).Damit a; auch in Py
eindeutig bestimmt.

D22-26 Vo,B € Gy Va,bya;,by,0q,85,b,,0, € By
(al,bl,c1<olof/\a{ma/\ 859055054, 3 A b BB
Zor(ays0y51)A Zg(ay,by,05)A Ky (2,0 /a5,D,)
AK (X(bl'cl/b2’°2)" K g (a,al/b,az)

AKXy (a,by/b,by) = K (a,cq/b,e,))

Beweis: D13,Lemma 12 und Lemma 13,

D22=27 V& Gy VHEE Va,b,a),b;,c € By
(a#ba a,b<o‘om—|collr&(a1,bl,cl),\
Km(a,b/al,bl) = Jice Py, (c€y HA
Kq(a,c/al,cl)A Kol(b,c/bl,cl))

Beweis: Es gibt Fe€ Ot mit a,b,al,bl,cl,'fje F

und afba a,b(FYS/Pr collF(al,bl,cl),\

KF(a,b/al,bl)A o= ﬁF/\aQ{F’f} nach Lemma 8 und

Lemma 13.Nach D16 gibt es dann FleOl mit FEFl

A3tceF (e élHl’fF,l(,p)’a.?A K (a,c/a ,c1)A
Kl(b,c/bl,cl)/\om’fFl) mit 3»:=fF’1(73).Es gilt
1) c<€u Py A Km(a,c/al,cl)A Km(b,c/bl,cl)

2) ¢ <1Hl’fF,1(13)’a2 - Zl(c, x,az)
3) Zy(c, ¥,85) A azS;Fl-) Zo (cyopa,) Lemma 14,
falls ag{olor
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4) c&nHAKy (a,c/al,cl)A Ko (b,c/bl,cl) aus
1),2) und 3)
Da ¢ nur in Fy eindeutig bestimmt ist,miissen wir
die Eindeutigkeit in P4 mnoch beweisen.Dazu sei
c2€ P mit
5) co€<q HAKy (a,cg/al,cl)/\ KDL(b'CQ/bl’cl)
6)02<°LH - ZO‘_(CQ,a,aZ) - c2,a2{q0A303<“a/\
Za(02;c3,a2)) .
7) 3Fg\e/0(.(FlchAcz,CB€F2A3X‘26F2(3"<3"2/\
o=( rz)FzA C3<2 X.QAZZ(CZ’C3’a2))
8) a,b,81,D1,C),85,5,C3€ FA agbaa,b €2f1,2(‘[)=:
X'ZA‘ICOllz(al,bl,Cl)A Kz(a,b/al,bl)/\ a €, ¥
1
9) 3F3501- (FZEFBAH-b3€F3(b3 <3H3,f2'3( Yg)’agA
K3(a,'b3/al,cl)/\ K3(b,b3/bl,cl) aus 8) mit D16
lo) Va3eF3(a3<3H3’f2'3( )*2),,&2’\}{3(3'9‘3/&1’01)/\
K3(b,a3/bl,cl) - a3=b3) aus 9)
Wir setzen aji=c in 1lo)
11 H - H L
) c<l l, x’a2 c<3 3,f2’3( 3-2)’3'2 emma 15
12) X, (a,c/,ay,¢7)A K (b,e/,bp50,) = K3(a,c/a1,cl)
/\K3(b,c/b1,cl) Lemma 1
13) c=b3 aus l1lo)=12) Wir setzen aji=c, in lo)
14) Z2(02,c3,a2) - Z3(c2,c3,a2)
15) cya, €3 YyACy<€3 ¥y aus 6) und 7)
16) 02,a2{3x-3/\3c3<33"3(Z3(c2,c3,a2)),d.h.
Z3(02’ X39a2)
17) c2‘<3H3' X308, aus 16)



18) K3(a,02/a1,cl)AK3(b,c2/bl,cl) aus 5) mit
Lemma 13
19) 02=b3 aus 10),17) und 18)

20) cy=c ,d.h. ¢ ist in Py eindeutig bestimmt,

Damit sind alle Axiome auBer dem Stetigkeits= und
dem Parallelenaxiom bewiesen.Zum Beweis des
Stetigkeitsaxioms brauchen wir noch einige Hilfs=
sdtze.Wir konnen hierbei auf Theoreme von (3)
zuriickgreifen,in welchen diese beiden Axiome
nicht benutzt werden.

Lemma 16 Ya,bé& Py (aFb - 3!cePa (K (a,c/c,b)a
collro‘(a,b,c)))

Beweis: (3),5.95,Theorem 32,

Lemma 17 Va,b,c,a’€Py (FJo& Gy (a,b,c,a'éolof)/\
Zo (a,27,0) A Zo((a,a',c) A bfa -
(entweder Zx(a,aj;b) oder Zx (v,a%c)))

Beweis: (3),5.27,Theorem 18.

Lemma 18 Va,b,c,a’€ Py (ZOL(a,b,a')A Zo((b,c,a')
» Zx(a,c,a”))

Beweis: (3),5.27,Theorem 17.

Lemma 19 a,a > a€

Lemma 19 2,2) € 8 p,c ” 2 €805, b,a,

Beweis: Wir konnen a;éal annehmen,Ist a=c,so folgt

Zq(a,al,a) vZo((b,a,al) und damit die Behauptung.

Es sei also afc.Ebenso kénnen wir al;!c annehmen,

denn aus Z 4 (b,a,c)A a;=c und auch aus Zo((b,c,a)A

a;=c¢ folgt die Behauptung.

1) Z(bya,c)a Za(b,al,c) - (entweder Za(a,al,a)
oder 2% a_(a,al,c)) Lemma 17
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2) ZaL(b,al,a) - Behauptung

3) Zy(bya,c)a Za(a,al,c) - Za(b,a,al) D13 und
T2—a'

4) Zo(b,a,c)n Zm(b,c,al) - Zot(b,a,al) Lemma 18

5) Zg{b,c,a)A Zm(b,al,c) - ZO[(b’a]_’a) Lemma 18

6) Zg (byc,a)a Zm(b,c,al) - Behauptung wie
friiher

Lemma 20 Z g (a,b,c)A Zol(a,b,al) - Za(b,c,al)v
Zo‘_(b,al,c) falls c%al

Beweis: Man benutzt D13 und T2-a,b.
Wir kommen nun zu

D22-28 V X,Y(XG Po, A YS Py AY#AD£Y AT a ¢ By,
Yb,c€ Py (bEXAceY = 7 4 (a,b,c)) »Ja; € Py
Vb ,by€ Po (b€ XN {a;} Av €Y N{a}

Zm(bl,al,b2)))
Beweis: Wir unterscheiden zwei F&lle.

Erster Pall: Es gibt eine reelle Zahl r >0,soda8
dOL(al'aZ) > r fir alle a,€ X,a,€ Y.Hierbei be=

zeichnet d die durch die Metriken dp ,Fe0t auf

P induzierte Metrik,d.h. dgo(a,b)=s gdw es eine

Figur FEOL gibt mit a,b€F und dF(a,b)=s.Wegen

der Vertriglichkeit von OC ist do¢ wohldefiniert,

(1) Wir widhlen Punkte a,€ X,a,€ Y.Dann ist al;!aQ.
Es sei al,zeGm die durch a2, eindeutig
bestimmte Gerade mit al,a2<0‘o:1’2.

(2) Es gibt eine reelle Zahl s,sodaB
Va3eX(dc,((al,a3) < s)
denn: ay€ X - Zo((a,a3,a2) - HFGm(ZF(a,a3,a2))

- dF(a,a3)+dF(a3,a2)=dF(a,a2)=:s.Analog erhilt
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man dm(a,a1)+da(al,a2)=da(a,a2).Da doe

eine Metrik ist,gilt doL(al,a3) < dd(a,a )+

d g (a, a3)A dol(al,a?’) do((al,a2)+d0‘(a3,a ),

also 1nsgesamt 2dcx(al,a3) 2da(a a2) d.h.

do(ayray) s

(3) Vamer(a#a»HMEPa(Kq(%ck,wA
collqk(a,b,c))) dies ist Lemma 16

(4) Wir wenden (3) auf a; und a, an und erhalten
nach endlich vielen Schritten a4<01“1,2 mit

dO((al,a4) < r.Anschaulich gesprochen heiBt

dies: Wir haben die Strecke a,a, endlich oft

in Richtung auf a halbiert.

(5) Wir betrachten nun die Halbgerade mit Ur=
sprung a, durch a2.Nach D22-25,welche bereits
als erfiillt nachgewiesen ist,gibt es auf dieser
Geraden genau einen Punkt b, mit Kix(al,bz/al,a4).

Anschaulich: Wir tragen die Strecke aja, auf der
Halbgeraden an ay in Richtung a, an,Wieder nach
D22-25 gibt es auf der Halbgeraden mit Ursprung
b, durch a, genau ein by mit Kot(be,b3/al,a4),
d.h.wir tragen die Strecke a,a, nun an b2 an.,
Dieses Verfahren konnen wir fortsetzen,bis wir
nach n Schritten (n > 1) ein b1
n+l¢x Denn es gibt ein n,sodaB d“(al,a Jn >s,
Da aber die b1 alle auf o ,2 liegen,ist

finden mit

ndoz(al,a4) do((al,bn+1) wie man durch Induktion

nachpriift,also dCX(al’ n+1) > s.Wegen (2) kann
dann bn+l nicht in X liegen.

(6) Es gibt ein kleinstes n mit b, 1€ X,also mit

bn€ X.Dann kann aber bn+1 nicht in Y liegen,



denn sonst wire dO((bn’b

> mé e
n+l) r gemdB unserer

Pallunterscheidung.Nach Konstruktion ist aber
d(X(bn’bn+l)=dO( (al,a4) < r nach (4).

(7)

Ve e XVeye Y2y (egsbygcy))

Beweis: Seien €1+CH gegeben.Aus den Voraus=

setzungen folgt: Za(a,al,az)/\ Zm(a,cl,ag),\

Zo‘_(a,cl,cz).Hieraus:

T.1

7.2

Te3

7.4

T.7
7'8

7‘9

a<x>1,2” 1% 1,2 C2%a ™y, 2
Wir haben also
8181185507 C0s by By 1€ o o A FDyFCpF DA

cl¥bn+l

Z"’-(bn’}:’n~r-l’°2) v ZO!(":’1'1+l’]°n’c2)v ZOL (bn'CZ’bn+1)
nach 7.2 und D13

b €, H nach Konstruktion
n+1- 0t (g b sa,

5 Zg(aybys85)A Zg(a,b ,c5)

Zm(bn,a2,c2)vZm(bn,cz,vaz) aus 7.5 mit
Lemma 20

< ywH
C2% 05,0, 2,
b, €4 H aus 7.4=-7.
n+l O f(,‘,bn,cz us 7.4=7.7

Zx (bn,bn+l,02)v ZO((bn’CZ’bn+l) aus 7.8

7.10 Zm(bn'CZ’erl) > r< dm(bn,c2)+do((c2,bn+l)=

doi(bn’bn+1) < r .Dies ist ein Widerspruch,
also kann in 7.9 das zweite Konjunktionsglied
nicht gelten daher

711 Z gy (b, 75C5)
7.12 Zol(a,bn,cz)/\ Zo((a,bn,bn+1) nach 7.1lo und 7.11

7.13 Za(bn,bn+1,cl) - Zo((al,bn+l,cl) nach 7.12

und D13
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7.14 Z (bn’bn+l’°1) 25 < da(al’bn+l) <
dOL(al’cl) <s

7.15 V2o (b b, 1sc7) aus 7.14

7.16 c,=b, = ZOL(Cl’bn+1v°2) nach 7.11

T.17 bl#bn nd Zol(c]_’bn’b

n+l)v Zo (bn’cl'bm+l)v

ZO((bn’bn+l’cl) nach 7.2
7.18 Zop (1,0, 1) = Zog(eqaby 1405)

aus 7,11 mit D13 und T2
7:19 Zg (bseqsby 1) > Zoleqsby q,0,) wie 7.18
7.20 ZO((cl’bn+l’c2) aus T7.16=7.19

Damit ist D22-28 im ersten Fall bewiesen,denn
Av 1€ Py Ve ,c,e Py c e XN {b FTac,e¥™{b .}

> Zolegaby,ysp))

Zweiter Fall: Es gibt keine reelle Zahl r > O mit

d(a,b) > r fir alle a€ X,b€ Y.Wir betrachten

zwei Unterfédlle.

2.1) Tve XuY¥Ve,,cy(c e X {b}/\c2 € Y {p}~
Zm(clybrcz))

In diesem Fall ist D22-28 erfiillt.
2.2) IpEXUY Ve ,c (c € X\{b]/\cze Y\ {b} A
2 g (e1,55¢,))

Wir behaupten nun
(1) Bs gibt Folgen <a,>,<b > mit a € X,b € Y und
)

Vn(dg (a ,b,) < n ~) ,sodaB alle a, und b

untereinander verschieden sind.
* *
GemdB Pall 2 gibt es Folgen <an>,<b n> mit

1

»* »* - »* * . . .
ddt(an'bn) <n " und a €X,b, €Y.Wir definieren

nun die Folgen <a,> und <bn> induktiv,
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. *
al.—-al 1°

Es seien 8yyes,d

,bl:=b

n und bl,..,bn bereits definiert
mit den Eigenschaften

=1
al€ X’hiEY’doL(al’bl) < i

fir i< n und alle

aibzw. bi sind untereinander verschieden.
Wir betrachten vier Unterfédlle.
2.2.1) aﬁ+1¥ai und b§+1¥bi fir alle i< n.Dann

setzen wir an+l:=a§+l und bn+1:=bﬁ+1‘

Offenbar erfiillen dann die Folgen

<a;>;i ¢ pey wnd <b>s . die Aussage (1).

2.2,2) Es gelte

dis n(a?l_'_l:ai)/\ Vie n(bg_'_l#bj ).

Wir setzen bn+l:=b;*l+l

Es gibt a) (ks n),so0dal

(2) dm(ak,bg_‘_l) < d(x(aj,b;f“_l) fir alle j#k,j< n.
Zu a, gibt es nach 2.2) ein cle X\{ak}und ein

¢, € Yr{a,§,mit

(3) 72 4 (cq,ay,c,)

Aus Zm(a,cl,cz)/\ Zm(a,ak,cz) folgt nach Lemma 17
(entweder Zol(a,cl,ak) oder Zo((ak,cl,c2)).Aus
Za(a,cl,ak) folgt aber mit Zy, (a,ak,cz):
Zom(cl,ak,cz) im Widerspruch zu (3).Also gilt

(4) ZU((ak’cl’CQ)

Wir setzen an+l.=c1

(5) an+1"aj fir j<n.
Dies beweist man indirekt mit Hilfe von (2) und (4),
sowie Lemma 17.
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(6) Zm(ak’cl’b?wl) Man benutzt (4) und Lemma
20 und unterscheidet die F&dlle cz—b*

n+l und
c,#bY

n+1°
(7) ch(an+1,an+l,b§+l) Dies folgt aus (6) mit

(2),wenn man beachtet,daB Fall 2.2.2 vorliegt.
Aus (7) folgt aber,daB dy(a b o.)=

n+1? n+l
-1
dcn(an+l’b;+l) < dCL(a;+1’b;+l) < (n+1) 7,

also ist (1) fiur <a. iZig nyy wnd <b1>14 nel
bewiesen.
2.2.3) Vlén(a*_,_l;éa )AHJAn(bn+l J)
Wir setzen an+l:= an+l

Es gibt by (k< n),soda8

(8) da(bk,aml) < da(ba,an_'_l) fiir j#k,j<n.
Zu bk gibt es nach 2.2) ein cq€ X~ {bk} und ein

2€Y\{b§ sodaB

(9) —Izol(cl’bk’CZ)

Aus ZOL(a’cl’bk)A Zo,_(a,cl,cz)/\bk;éc2 folgt nach
Lemma 20: Zo((cl,CQ,bk)V ZD((Cl’bk'CQ) und hieraus

mit (9)
(1o) ZCK(Clvcg’bk)- Wir setzen b ,:i=c,

(11) b ;ébj fir j<n

n+l
Aus der Annahme des Gegenteils folgt nédmlich mit
(8): ‘1Z¢n(a,bj,bk) und hieraus mit Lemma 20:

Zdl(cl,bk,bj).Aus diesem ergibt sich mit bj¥02=

bn+1

(12) Zou(ag, 190y 1 008,

ein Widerspruch.

)

Dies beweist man so: Aus (lo) und Lemma 20 folgt
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(13) Zoula,rcoy) V2o (ag,ysbyscp)

Aus Z g (a* +1’bk’c2) erhdlt man aber mit Zoé
einen Widerspruch zu (1lo),also gilt

(14) ZO(_(a 1’02'bk)

ax,1rby)

Aus (14) und (8) folgt nun (12) durch Fallunter=
scheidung nach bk¥b§+ oder by =bX ,,wenn man
2.2.3) beachtet.Aus (12) folgt aber
dOC(an+l’bn+1)=d0L(a?1+l’bn+1) < da(ag+l’bg+l) <

-1
(n+1) “.Also haben <as> g, und <b;>; el

die Eigenschaften von (1).

2.2.4) 3i£n(a =a¥ l)/\ 3j <n(b.—b* )

n+l
Wie in den bisherigen Fédllen findet man 8y mit
(15) doL(ak,bj) < do,_(ai,bj) fir i< n,i¥k und
bm mit
(16) d o (bpray) < dy (b;,ay) fir isn,ifm.
Dann gilt
(17) Zo(_(ai,ak,bj) fiir i< n,ifk,j< n und

(18) Zo(_(aj,bm,bi) filr i=n,i#m,j< n.

Man findet zu a, ein c;€& X~{a,Jund ein c,& ¥~
{akz mit V2o (cq,8),C,) und zu by ein cj€ X~
{b,} und ein cje Y\ {p 3 mit 1 2y (c],b ,05).
Wie in 2.2.2) und 2.2.3) zeigt man,da8
Zo[(ak,cl,c2) und ZCK(ci,cé,bm).Hieraus folgt
(19) Zg(ay,cqsb)A Za(ak,cé,bm)

Setzt man a  ,:= c; und bn+l:=cé,

so ist a verschieden von allen ay und b,

n+l n+1
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verschieden von allen b, mit ig n.Aus (19)
folgt
(20) Za(aﬁ+1’an+l’b?1+l)’\ ZOL(a?1+1’bn+l’b?1+1)

und hieraus dd-(an+1’bn+1) < dg(a

(n+1)-1.Damit ist (1) bewiesen.

n+1’ b;1+1) <

Es seien nun <a >,<b > die gem&s (1) konstruierten
Folgen.Wir definieren induktiv Folgen <Fi>’<Ui>’
<Vi>,die die Voraussetzungen von D16-8 erfiillen.

(21) Wegen der Vertrdglichkeit von Ol gibt es
FlcOl mit al,bl,aé‘Fl,wobei ale X,ble Y die

‘ersten Glieder von <an> bzw.<bn> sind und a

der Punkt aus der Voraussetzung von D16-8.
Wir setzen U1:=[al} ,Vl:={bl] »dann gilt Fie O,
U1Q Pl,VlQ Pl.Seien nun Fn’Un’Vn mit den
fraglichen Eigenschaften bereits definiert.Nach
(1) givt es-an*_le ).(’bn+leY (verschieden vo.r_llallen
a; bzw. bi,lsn) mit dOL(an+1’bn+l) < (n+l1) ~.
Nach D17 gibt es F& Ot mit an+l’bn+l

gibt F 1€ Ot mit F,F CF, . -Wir setzen:

€F und es

Un+1

(22) Fn+]_€ x ’Un+lg Pn-fl’Vn+1§- Pn+l’Fn': Fn+1’

oy
Ung Un+1 und Vn"' Vn

:=Upu {ay 1§,V 1=V, U {-bn-;-l} und erhalten

+1°

Die so definierten Folgen erfiillen also D16-8.1
bis 8.4.

(23) Sei ieN ybeU;,ce V, .Nach Konstruktion der

Ui und Vi gilt b€ X und ce Y,also nach der Vor=
aussetzung von D16-8: Zk(a,b,c) und somit nach
Lemma 1: Zi(a,b,c).Aus D16-8 folgt nun
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(24) 3Fe A (F,CFATLEFVjeN Ve, € Uj\{bl

che Vj\{b}EFjeO( (FEFjAcl,czéFjA
Zj(cl,b,cz)))

Insbesondere ist also b€ By .Wir zeigen nun

(25) Vcl,026 Pg (c € X\{b]Acze Y b} - Zou(cqy0,e,))

Dazu seien C1sC, gegeben.Nach der Voraussetzung

von D16-8 gilt Zo((a,cl,cz),also c1;£c2.Nach 2.2)

gibt es zu c, Punkte cl€ X\{cl} und c5 € Yn{e, ]

mit "lZa_(c]’_,cl,cé) und zu c, Punkte ci'e X\{c2}

und cé'e Y\{cz} mit 712 a(ci',c2,cé').Man beweist
Zm(cl,ci,cé) und ZoL(c:'L',cé',cz).Zu

min{dm(cl,ci),da(cz,cé')}=:m finden wir ein

nelN mit n_l< m.Nach (1) k®nnen wir annehmen,da8

b verschieden ist von an,bn,cl,cl,c2 und Co e

l.Aus Lemma 20 beweisen

Weiter ist dd(_(an,bn) <n
wir

(26) Zo((cl,bn,c2)/\ ZO((Cl’an'cg)

Nach Konstruktion sind a € U\ {b}und bnévn\(b} .
Daher gibt es nach (24) eine Figur F €0t mit
FCLF Aa ,b € F A Zn(an,b,bn) ,also insbesondere
(27) Zog(a,,byb,)

Aus (26) folgt mit Lemma 17

(28) Entweder Zdt(cl’an’bn) oder Zm(bn,an,cz)
Aus (27) und (28) folgt aber

(29) ZO((Cl'b'cz)'

Damit ist (25) und folglich D22-28 bewiesen.
Nicht so schwierig ist der Beweis von
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D22-29 VA€ Ey VaeGo(Vae Poz(org.A:\ agyhn
adpo 2VP,FEGa( By EAA a<, By A
Fo(bguonP ) ardclecpony ) =B =y))

Beweis: Seien A,o,a, 3, 7 gegeben mit o EAA aéo(A,

agyon P rf EAayRAY und 13b(b<o(°’”7’3) und
73c(c€p oMy ). Wir nehmen an,es sei R #y .Nach

D17 gibt es F € 0t mit

2) a€PFya a{lal N

N\
3) AP g e F (B Bup A ¥ =(F1)p A
a(lysln X‘lA]@ l;! X‘l) nach Lemma 5

Aus D16 folgt daher,daB
Ar,eo (P CF,aTceFyle < ponn £ 2By
3F3601 (FlEF3A3 c'eF3(c'<3orll"lfl,3( y'l))).

Aus dem ersten Adjunktionsglied folgt,das

c€gq o) ,aus dem Zweiten,daB C'{aornx“ yswomit die
Annahme zum Widerspruch gefithrt ist.

Mit Hilfe von D23 kOnnen wir nun die Ad&dquat=
heit der Theorien T1 und T2 prdzise behaupten
und diese Behauptungen mitteis T6 auch be=
weisen.

I7 Jedes Element X von A(Kl) ist einbettbar
in eine Geometrie [ .

Beweis: Jedes Element von A(Kl) 188t sich zu
einer abgeschlossenen,vertrédglichen Figuren=
menge O erweitern.Dann ist nach T6 Mg eine
Geometrie.Man priift leicht nach,daB X einbett=
bar in '5( gemdf D23 ist.
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T7 besagt,dal die Strukturen,die moglicher=
weise erfolgreiche Anwendungen der Theorie sind,
(ngmlich die Elemente von A(Kl)),alle Teil=
strukturen von Geometrien sind,d.h. daB die
Objekte und Relationen in Elementen von
A(Kl) "wie in einer Geometrie" sind.Es kann
also nicht vorkommen,daB XE?A(Kl) Objekte ent=
hdlt,die nicht auch in einer Geometrie auf=
treten konnen.In diesem Sinn verstehen wir die
Aussage,dad T1 addquat sei.

I8 Jedes Element X€ A(K,) ist einbettbar in
eine Geometrie [ .

Beweis: Aus XE:A(KZ) folgt,daB sich X zu einer
Figurenmenge ergidnzen ladBt,welche Teilmenge
einer abgeschlossenen und vertrdglichen Figuren=
menge OC ist.Nach T6 ist Ei
X ist einbettbar in [ .

Komplizierter liegen die Verhdltnisse mit
T3.Wir stellen zundchst fest.

eine Geometrie und

T9 Es gibt Elemente X€ A(K3),we1che nicht in
eine Geometrie einbettbar sind.
Beweis: Es sei X eine vertridgliche Figuren=
menge,X={Fi/ie J} ,s0daB ]U{Pi/ié J‘H >R
ist.Hier steht [x]| fiir die Machtigkeit der Menge
X.Wir nehmen an,X sei einbettbar in eine Geo=
metrie mit Punktmenge P.Dann gilt nach D23
Ufp;/ie J}C?P Der dreidimensionale reelle
Vektorraum R’ ist eine Geometrie mit ,Rs) =
|R[.Nach (3),S5.276 ff sind je zwei Geometrien
gleichmichtig,also [P)=[R| .Es folgt |R]| <
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tL}{Pi/ié 31 < [P| =IR},ein Widerspruch.

Philosophisch ist dieser Beweis wenig iiber=
zeugend.Wie soll eine vertrédgliche Figuren=
menge der bendtigten Mdchtigkeit existieren?
Wenn wir dies Michtigkeitsargument jedoch
nicht akzeptieren,wird die Sache noch vers=
trackter.Betrachten wir zundchst eine einzige
Pigur.Diese ist sicher einbettbar in eine
Geometrie,was man folgendermafBen einsieht.

Man stelle sich die Figur im [R® vor und ordne
jedem (eventuell ausgedehnten) Punkt a der
Figur einen ausgezeichneten Punkt des Ra aus

dem Raumgebiet,das der Punkt a einnimmt,zu.
Analoges mache man fiir Geraden und Ebenen.Dann
nimmt man aus der Menge der Punkte,Geraden und
Ebenen des Ra die eben ausgezeichneten end=
lich vielen Punkte,Geraden und Ebenen heraus
und ersetzt sie durch die entsprechenden Punkte,
Geraden und Ebenen der Figur.Die Relationen

fir diese neuen Objekte mit den Elementen von
R?® werden definiert durch die vor der Er=
setzung statthabenden Relationen.So hat man die
Figur in Rs ,also in eine Geometrie,eingebettet.

Diesen merkwlirdigen Gedankengang kann man
nur deshalb einen Beweis nennen,weil die Objekte
des le zu unserer realen Welt in einer bisher
ungeklédrten Beziehung stehen und man zwischen
ihnen ziemlich abwegige Relationen definieren
kann.Ebenso wie fiir eine einzelne Figur
funktioniert die skizzierte Uberlegung auch fir
endliche Figurenmengen.Erst fiir unendliche
Figurenmengen erhalten wir T9,wobei der noch
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nicht untersuchte Fall abzihlbar unendlich
vieler Figuren von besonderem Interesse ist.
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V EMPIRISCHE BEHAUPTUNGEN,MEBMETHODEN UND
THEQORETIZITAT

Wir wollen nun versuchen,die in D20 definierten
Theorien miteinander zu vergleichen.Als Ver=
gleichskriterien beniitzen wir die empirischen
Behauptungen,sowie Analysen von Standard-
MeBmethoden der Lingenmessung und Analysen der
Theoretizit&t in den drei zur Diskussion
stehenden Fdllen.In einem ersten Schritt
stellen wir einiges Material zusammen,das dann
im zweiten Schritt zum Vergleich und zu einer
Bewertung benutzt wird.

i) Die empirischen Behauptungen

Die mit Theorie Tl formulierte empirische
Behauptung IGelA(Kl) besagt intuitiv,daB sich
die partiellen mdglichen Figuren von IG qurch
Hinzufligung von Abstandsfunktionen so er=
weitern lassen,daBl die entstehende Figuren=
menge abgeschlossen und vertrdglich ist.Der
wesentliche Punkt dabei ist,daB alle Figuren
simultan betrachtet werden.Hierauf beruhen

die beiden néchsten Folgerungen,zu deren
Formulierung wir noch eine Definition brauchen,

D25 Fir eine Menge X partieller mdglicher
Figuren sei AX:=EPX,GX,EX, <X’ZX’KX3 wie
My in D24 definiert,wobei Bedingung
D15~4 bei FEF’ wegzulassen ist.

T10 a) Aus IGEA(KI) folgt,daB 4
metrie ist

I eine Geo=
G
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b) P; enthdlt (Uiberabzdhlbar) unendlich
G
viele Punkte,falls IGE.A(KI)

¢) I ist (iiberabz&hlbar) unendlich fiir
1€ a(Ky)
T10 ist eine einfache Folgerung aus T6.Nach
T10-b muB,falls die empirische Behauptung
richtig ist,die Menge der intendierten Anwend=
ungen unendlich viele verschiedene Punkte ent=
halten.Gegen abzdhlbar unendlich viele Punkte

wdre nichts einzuwenden,man konnte PI dann
G
als potentiell unendliche Gesamtheit auffassen.

Wie aber sollen wir die Existenz von iliberab=
zdhlbar vielen Punkten deuten? Noch dringlicher
ist diese Frage fiur I, (T10-c) zu stellen.

Zu T10-a mdchte man zundchst sagen,dall die
Objekte der partiellen modglichen Figuren von
IG,also Punkte,Geraden und Ebenen,geometrische
Objekte sind,denn ihre Vereinigung bildet in
dem definierten Sinn ein Modell der Geometrie.
Wenn wir unter dieser Aussage jedoch mehr als
eine Definition von "geometrischem Objekt" ver=
stehen,kommen wir in Schwierigkeiten.Etwa mit
dem SchluB: Geometrische Punkte haben keine
Ausdehnung.In der benutzten Objektsprache ist
dieser Satz nicht ausdriickbar.Aus der Tatsache,
daB ein Objekt in einem Modell der Geometrie
vorkommt,1d48t sich nicht auf dessen Ausdehnung
schlieBen.Ein solcher Schluf ist nur mdglich,
wenn man voraussetzt,daB die Relationen €,Z und
K in ihrer Standardbedeutung operativ iberprift
und daB die Objekte von IG real sind.Man kann
unter dieser Voraussetzung "erschlieBen",daB z.B.
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die Punkte in IG keine Ausdehnung haben.Dann
jedoch (d.h.wenn die Punkte keine Ausdehnung
haben) ist ein operatives Uberpriifen der
Relationen offenbar unmdglich.

Noch merkwirdiger ist die Situation bei Be=
nutzung von T2.Intuitiv bedeutet IGéIA(Kz),daB
gsich die partiellen moglichen Figuren von IG
durch Abstandsfunktionen ergédnzen lassen und
daB es eine abgeschlossene,vertridgliche Figuren=
menge gibt,welche diese erginzten Figuren ent=
hdlt.Man beachte,daB in einer syntaktischen
Schreibweise dieser Ramsey-Satz zwei Existenz=
quantoren enthédlt,einen Quantor fiir die
theoretische GroBe "Abstand" und einen fiir eine
Figurenmenge.Wenn nur theoretische Groéfen im
Ramsey=Satz quantifiziert auftreten und wenn
T2 eine ad&dquate Rekonstruktion der Geometrie
ist,s0 gibt es in der Geometrie nicht nur
theoretische Relationen,sondern auch theoretische
Objekte.Analog zu T1l0 erhalten wir.

T1l a) Aus IGé'A(Kg) folgt,daB I, einbettbar ist
in eine Geometrie.
b) Es gibt endliche Mengen X partieller
méglicher Figuren,sodaB Xe A(K2) gilt

Beweis: Tll-a folgt aus T8.Zum Beweis von b)

wdhle man flir X die einelementige Menge X=
{Cla,v,c} ,{os B 433 »{A},{Cc,0d,[b,00,0a, B 1,

Ce,® J,Ca,3 J,Cb, ¢ J,Ca,40,0b,43,Cc,a3},d,
{l{a,a,a,al,la,a,b,b],[a,a,c,cl,la,b,a,bl,
a,b,b,ad,la,c,a,cd,la,c,c,ad,[b,a,b,al,[b,a,a,b],
Cb,b,a,ald,Cb,b,b,b],[b,b,c,c],[b,c,b,cd,[b,c,c,b],
c,a,c,al,le,a,a,c],lc,b,c,b],[c,b,b,cd,[c,c,a,al,
Ec,c,b,b],[c,c,c,cj}]}.
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Die Aussage von Tll-b scheint T2 einen Hauch
von Realismus zu verleihen.In Anbetracht der
Beweisskizze im AnschluB an T9 ist aber fiir
endliches X der Satz X€ A(K,) trivial.Den Grund
hierfiir verstehén wir besser im Zusammenhang mit
Tll-a.Fragen wir zundchst,ob wir aus der Ein=
bettbarkeit von IG in eine Geometrie Folgerungen
iiber die Ausdehnung oder iber den Idealisierungs=
grad der Objekte ziehen konnen.Genau wie bei
T10 1d4B8% sich hier ohne die Voraussetzung,dall
die vorliegenden Relationen mit ilblichen Ver=
fahren nachgeprift wurden,iberhaupt nichts er=
schlieBen.Denn,wie auch immer die Objekte von
IG beschaffen sein mdgen,durch geeignete
Definition der Relationen € ,Z und X 188t sich
immer die Gliltigkeit von IG€ A(KZ) erzwingen.
Aber selbst dann,wenn diese Relationen fir IG
ihre iibliche Bedeutung haben und auch tatséch=
lich erfiillt sind,kdnnen wir nicht auf die
"geometrische Natur" der Objekte von IG
schlieBen.Denn die bloBe Forderung der Existenz
einer abgeschlossenen und vertridglichen Figuren=
menge ,welche die Elemente von IG enthédlt,hat
keine Implikationen fiir die Objekte in IG.Es
ist ja mdglich,diese abgeschlossene und ver=
triagliche Figurenmenge X abstrakt vorzugeben
(etwa im R® ) und die "real gegebene" Menge I,
in der friher beschriebenen Weise in X "hin=
einzudefinieren".Erst wenn man fordert,dafl auch
die Objekte von X real sein miissen und die Be=
ziehungen zwischen ihnen und den Objekten von

IG durch Standardoperationen Uberprifbar sind,
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kann die empirische Behauptung I € A(Kz)
die Objekte von IG ndher charakterisieren.
Aber auch hier haben wir dann den Widerspruch
zwischen geforderter "Realitdt" der Objekte
und axiomatisch postulierter "Idealisierung".
Aus der mit T3 formulierten empirischen
Behauptung lassen sich mit T6 keine Schliisse
ziehen,Wir bemerken,dafl IG in diesem Fall end=
lich sein kann und daf auch reale,ausgedehnte
Objekte in IG die empirische Behauptung ers
fillen konnen.Dies liegt daran,daB in K3 keine
Postulate auftreten,welche etwa unendliche
Teilbarkeit oder Verlidngerbarkeit von Strecken
fordern.

ii) MeBmethoden

Wir analysieren nun einige Standard—MeBmethoden
der Langenmessung.Vorweg mochten wir auf eine
Unterscheidung hinweisen,die fir Uberlegungen
im Zusammenhang mit MeBmethoden nitzlich er=
scheint, jedoch bisher nicht beachtet wurde.
Insbesondere filir die Frage der Theoretizitdt
und fir die Begriindung von Theoretizitéts=
kriterien diirfte diese Unterscheidung von
grofer Bedeutung sein.Unabhidngig davon,was man
nun genau unter einer lMeBmethode oder MeBtheorie
versteht,1d4B8t sich folgende Unterscheidung
treffen.

D26 a) Eine MeBmethode oder MeBtheorie heiBt
direkt,wenn in ihrer Beschreibung keine
logischen Ableitungen vorkommen
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b) Eine MeBmethode heiBt indirekt,wenn sie
nicht direkt ist.

Eine indirekte MeBmethode liegt vor,wenn zur
Messung einer GroBe eine Theorie explizit be=
nutzt wird,d.h;,grob gesprochen,wenn der Wert
der GroBe aus anderen gegebenen Grofien

berechnet wird.Da jede Berechnung eine logische
Ableitung ist,greift hier D26-b.Der interessante
Fall liegt vor,wenn die zur Berechnung benutzte
Theorie die gleiche ist,aus der die zu messende
GroBe stammt.Nach Sneeds Kriterium ist diese
GroRe dann theoretisch.Als Beispiel sei die
Berechnung der Masse eines gravitierenden Teil=
chens aus der Kenntnis aller Ortsfunktionen und
der Massen der anderen Teilchen unter geeigneten
Bedingungen genannt.Solche Berechnungen nennt
man in der Physik Messungen.

Direkte MeBmethoden dagegen sind in ihrer
Beschreibung reine Handlungsanweisungen.Ein
typisches Beispiel bildet die Lingenmessung
mit Hilfe eines Meterstabes,die schon von
Kindern beherrscht wird.Es sind diese Fdlle
direkter MeBmethoden,bei welchen Sneeds
Kriterium schwer nachzupriifen ist.Nur hier tritt
das Problem auf,was denn mit "voraussetzen"

(im Englischen "presuppose",vergl.(20),5.31)
genau gemeint ist.Die Explikation von Steg=
miiller,nach der "voraussetzen" bedeutet,dafl
"die Beschreibung der Methode zur Ermittlung
des Wertes fi(xo) so geartet ist,daB aus den
Sdtzen,welche eine Spezialisierung der Methode
zur Gewinnung von fi(xo) darstellen,ein Satz
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logisch gefolgert werden kamm,der fiir ein j
den Satz ¢.€S IL-impliziert" (siehe (22),S.
51),ist nur dann brauchbar,wenn die in den
Handlungsanweisungen eventuell verborgenen
theoretischen Strukturen explizit gemacht
werden.So konnen wir etwa aus der MeBvorschrift
"Lege ein Metermall an die beiden Punkte,deren
Avstand du messen willst,sodafB die Null=
markierung genau an dem einen Punkt liegt und
lies die Markierung ab,an der der anderg Punkt
liegt" nicht direkt folgern,daB der MaBstab
und die Punkte ein Modell der Geometrie bilden
miissen.Fine solche Folgerung setzt eine Ex=
plizitmachung der Tatsache voraus,daB der MaB=
stab gerade sein muB,genauer,dal er ein Modell
einer euklidischen Geraden sein muB.

Wir betrachten vier MeBmethoden,davon zwei
direkte und zwei indirekte.Die erste Methode
ist die der Triangulation.Das Musterbeispiel
hierzu stammt aus dem Schulunterricht.

B6 Die Entfernung zweier Punkte a und b,zwischen
denen ein Hindernis liegt,soll gemessen werden.
Man versucht,ein rechtwinkliges Dreieck so zu
legen,daB die gesuchte Strecke eine der Seiten
ist und daB die beiden anderen Seiten vermessen
werden konnen (siehe Figur 2).

[# 4
Figur 2
Y

& <

Nach dem Satz von Pythagoras ktnnen wir aus
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den beiden gemessenen Strecken (im Bild
ac und be ) die gesuchte Entfernung be=
rechnen.
Die zweite Methode benutzt die Messung von
Winkeln.
B7 In einer Situation,wie sie in Figur 3 dar=
gestellt ist,soll die Entfernung zwischen a
und c¢ gemessen werden.

Nach dem Kosinussatz gilt: d(a,c)2=d(a,b)2+
d(b,c)2—2d(a,b)d(b,c)cosﬁ und d(b,c)2=d(a,c)2+
d(a,b)?-2d(a,c)d(a,b)cosx .Aus diesen beiden
Gleichungen 148t sich d(a,c) berechnen,falls o,
AR und d(a,b) gegeben sind.

Dieses sind typische Beispiele einer indirekten
MeBmethode.Man verwendet die Geometrie,um den
Wert einer bestimmten geometrischen GroBe,hier
des Abstandes,aus gegebenen anderen GroBen zu
berechnen.Hierbei setzt man voraus,daB in den
betreffenden Anwendungen Modelle der Geometrie
vorliegen.Denn nur dann kann man die erwdhnten
S&tze anwenden.

Als Drittes betrachten wir keine eigentliche
MeBmethode,sondern eine spezielle Messung,die
nur unter gang bestimmten,gliicklichen Umst&nden
funktioniert.
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B8 Es dreht sich darum,den Abstand zweier
Punkte zu ermitteln,die genau eine Liangens=
einheit voneinander entfernt sind .Nehmen wir
an,die Lidngeneinheit sei das Pariser Urmeter,
so wdre die folgende Beschreibung eine An=
leitung zur Messung.Lege einen Gegenstand
neben das Pariser Urmeter,sodafl ein
markierter Punkt a des Gegenstandes mit dem
einen Ende des Urmeters und eine Marke b auf
dem Gegenstand mit dem anderen Ende des Ur=
meters zusammenfdllt.Bringe nun den Gegenstand
zu den Punkten,deren Abstand du messen willst.,
Versuche,ihn so‘zu legen,daB die beiden Punkte
auf die Marken a und b zu liegen kommen.Gelingt
dies,so sind beide Punkte eine Léngeneinheit
voneinander entfernt.

Die vierte MeBmethode schlieBlich ist die

Langenmessung mittels eines Metermafles.

B9 Zum Zweck der Analyse beschrédnken wir uns
aguf den einfachsten Fall,bei dem der Abstand
zweier Punkte,die zwei Langeneinheiten von=
einander entfernt sind,gemessen werden soll.
Weiter sei ein Maflstab der Lidnge 1 gegeben.Die
MeBvorschrift lautet nun: Lege eine Gerade so,
daB sie beide Punkte gleichzeitig berihrt.Lege
den MaBstab an die Gerade,sodall sein eines
Ende a mit einem der Punkte (etwa a’) zu=
sammenfdallt.Markiere die Lage des anderen Endes
des MaBstabes auf der Geraden durch eine Marke
c.Lege nun den MaBstab so an die Gerade,daB
sein kEnde a an der Marke c liegt und sein
anderes Ende b in Richtung auf den noch nicht
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benutzten Punkt b zeigt.Fallen b und b’ zu=
sammen,so sind a’ und b° zwei Ldngenein=
heiten voneinander entfernt.
Bei B8 und B9 handelt es sich um direkte MeB=
methoden.Die hiermit verkniipften Probleme
werden sogleich bei der Untersuchung der
Theoretizitdt zur Sprache kommen.

iii) Theoretizitdt

Wir fragen,ob die Abstandsfunktion d eine
theoretische GroBe im Sinne von Sneed ist.Zu=
ndchst ist zu bemerken,dall die von Stegmiiller
vorgenommene Prédzisierung des Kriteriums in
einem Punkt noch etwas unklar ist (siehe (22),
S.45 ff).Hierbei handelt es sich um die
Prazisierung der Aussage,daBl eine Anwendung der
Theorie erfolgreich ist.Bei Stegmiller bedeutet
dies die Gliltigkeit eines Satzes x_.€ S,wobei

x:j als potentielles Modell fiir die betreffende
Anwendung steht und S die Klasse der Modelle

. der Theorie bezeichnet.Diese Interpretation

ist jedoch nur beil Zugrundelegung eines einzigen
Anwendungsbereiches addquat.Denn wenn,wie bei
Sneed,mehrere beschridnkte Anwendungen zugelassen
sind,so konnen wir die Klasse S der Modelle
nicht als die Klasse derjenigen Entitdten auf=
fassen,die durch die Theorie charakterisiert
werden.Anstelle von S muB vielmehr A(K) treten.
Erst dann sind diejenigen Postulate berlick=
sichtigt,welche die Eigenschaften sich iiber=
schneidender Anwendungen kennzeichnen.Insbe=
sondere bei unserer Rekonstruktion der Geometrie
sind ja diese Postulate ein wesentlicher Be=
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standteil der Theorie.

Je nachdem,ob die Constraints einer Theorie
transitiv sind oder nicht,wird man "erfolgreiche
Anwendung" anders definieren miissen.

D27 a) Eine Anwendung der Theorie T (i=1,2,3)
ist eine partielle mogliche Figur
b) Eine partielle mdgliche Figur F ist eine
erfolgreiche Anwendung von Tl wenn
FE€ IG€ A(Kl)

¢) Eine partielle mdgliche Figur F ist eine

erfolgreiche Anwendung von T, (bzw.T3)

wenn gilt

{Flea(x,) (bzw. {F} € A(Ky) )
Fuir die nicht-transitiven Constraints von T
ist die einelementige Menge {F} sicher kein
Element von A(Kl).Daher ktnnen wir in diesem Fall
"erfolgreich" nur so definieren,daB F eine
intendierte Anwendung ist und daB die empirische
Behauptung der Theorie erfillt ist.Wir versuchen
nun,das Sneedsche Theoretizitédtskriterium auf
die Abstandsfunktion anzuwenden.Nach diesem ist
die PFunktion n theoretisch bezliglich der Theorie
@ " if and only if there is no application i
of @ in which n; is @ -independent" (vergl.(20),
5.33).Und n; ist@ -independent "if and only if
it is not measured in a @ -dependent way" ((20),
S.31).Dies schlieBlich ist der Fall "if and only
if there is some individual xEZDi such that the
existing exposition of application i of theory
@ contains no description of a method of
measuring ni(x) which does not presuppose that
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some application of @ is successful" ((20),
S.31).Im Fall der Theorien T, und ’I‘3 ist d
aus logischen Griinden theoretisch,denn gemiR
D27-c und friheren Bemerkungen ist jedes F
eine erfolgreiche Anwendung der Theorie.Es
bleibt also nur die Theorie Tl zu untersuchen.
Wir betrachten die vier beschriebenen MeB=
methoden B6-B9.Die beiden indirekten MeBmethoden
B6 und B7 sind offenbar T,-abhéngig.In B8 und B9
dreht es sich,wie schon erwdhnt,darum,implizite
Voraussetzungen aufzufinden,denn in den vors=
liegenden Formulierungen lassen sich keine Hin=
weise auf T,-Abhéngigkeit finden.Im Fall B8
wird implizit vorausgesetzt,dal der zur Messung
benutzte Gegenstand starr ist,d.h.daB sich seine
geometrischen Eigenschaften in der Zeit der
Messung nicht &@ndern.Will man die geschilderte
Methode im Formalismus beschreiben,so wird man
zwel Anwendungen unterscheiden.Die erste An=
wendung beschreibt die "Eichung" des Gegenstandes
am Urmeter,die zweite Anwendung beschreibt die
eigentliche Messung.Wir stellen nun fest,daB die
Forderung der Starrheit nichts anderes ist als
der (=,=)=-Constraint.Denn dieser fordert ja,
grob gesprochen,dafl derselbe Gegenstand in ver=
schiedenen Anwendungen dieselben geometrischen
Eigenschaften haben so0ll.Es wird also nicht nur
eine Anwendung als erfolgreich vorausgesetzt,
sondern deren zwei.

Am Schwierigsten ist die Situation bei B9.
Die implizite Vorausseitzung steckt hier im Be=
griff der Geraden.Es bieten sich zwei Moglich=
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keiten an.Erster Fall : Der Begriff der

Geraden 1ldB8t sich ohne geometrische Theorie
festlegen.Damm ist d nicht theoretisch,denn

fir diese negative Feststellung geniligt ein
einziges Beispiel,in dem 4 Tl-unabhéngig ge=
messen werden kann.Zweiter Fall: Geraden

lassen sich nicht vor—-geometrisch charakterisieren,
d.h.jede Kennzeichnung von Geraden (oder auch
Ebenen) setzt bereits einen Teil der Geometrie
voraus.Dann ist d vermutlich theoretisch be=
ziglich Tl,denn jede der besprochenen MeB=
methoden ist Tl—abhéngig und diese Methoden
decken ein breites Spektrum aus allen mdglichen
Methoden der Langenmessung ab.

Das gesammelte Material iiber die Theorien
Tl,TQ,T3 mége nun dazu dienen,dieselben zu ver=
gleichen,wobei das Ziel die Ermittlung einer
der drei Theorien als der adidquatesten Rekon=
struktion ist.Zundchst bemerken wir,daf allen
drei Theorien der im AnschluB an T10 diskutierte
Mangel anhaftet,daB die Objekte der Theorien bei
vollig willkiirlicher Etablierung der Relationen
zwischen ihnen in keinem klaren Sinn als
geometrische Objekte charakterisiert werden.

Um es zu wiederholen: Man nehme irgendeine
iiberabzihlbare Menge beliebiger Objekte (falls
es so etwas gibt) und definiere zwischen diesen
Objekten Relationen € ,Z und K,sodaB die ent=
stehende Struktur eine Geometrie wird.

Die hier auftretende Schwierigkeit ist von
fundamentaler Bedeutung filir ein empiristisches
Programm.In (4) versuchte Carnap,zu argumentieren,
dafl eine rein logische Kennzeichnung nicht-
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abstrakter Strukturen moglich sei.Carnaps
Auffassung stieB auf heftige und berechtigte
Kritik.Die bei unserer Rekonstruktion der
Geometrie auftretende Schwierigkeit ist gerade
ein Spezialfall des allgemeinen Einwands,der
darauf beruht,dal man mit Hilfe der Logik

nicht zwischen isomorphen Modellen unterscheiden
kann.

Dieser Einwand bedeutete jedoch nicht das
Ende des empiristischen Programms,sondern eine
Modifikation von Carnaps Vorschlag.Man nimmt
einfach an,dafl auf sehr tiefliegenden Stufen
die Prddikate oder Relationen nicht logisch,
sondern ostensiv oder nicht-verbal Bedeutung
erlangen.Dall diese Auffassung haltbar ist,hat
Przelecki in (16) iiberzeugend dargelegt.

Nun ist die Geometrie in der Hierarchie
physikalischer Theorien eine sehr tiefliegende
Theorie,eine Basistheorie,unter der keine
weitere physikalische Theorie mehr zu vermuten
ist,.Wir befinden uns also genau an einer Stelle,
an der Prddikate nicht-verbal einzufilhren sind.
Die Relationen €,Z und K mbgen einer weiteren,
vor—geometrischen Charakterisierung durch
logische Strukturen durchaus fdhig sein,in der
Praxis befinden wir uns aber hier bereits in
einer Zone,in der Begriffe durch Handlungen
eingeilibt werden.Ohne die Sinnlosigkeit weiterer
logischer Untersuchungen der betreffenden
Relationen prdjudizieren zu wollen,setzen wir
fiir den Rest dieser Arbeit voraus,dafl die
Relationen €,Z2 und K bereits eine wohlbestimmte



ostensive,operationale oder nicht-verbale
Bedeutung haben.

Unter dieser Voraussetzung konnen wir sagen,
daB Tl Punkte,Geraden und Ebenen als geometrische
Objekte charakterisiert.Denn,wenn diese Objekte
als real aufgefaBt werden,so konnen wir durch
sukzessives Nachpriifen der geometrischen
Relationen feststellen,daBl die Objekte die
idealen geometrischen Eigenschaften besitzen
miissen,die sie auch in unserer Vorstellung haben,
Dies ist jedoch nicht der Fall fiir T2 und T3,
wie im AnschluBl an T1l ausgefilhrt wurde.In ‘I‘2
ist das Verhdltnis der Objekte von IG und der
Objekte der im Constraint quantifizierten
Figurenmenge durch die Postulate allein nicht
hinreichend festgelegt.Noch krasser tritt dieser
Mangel bei T3 zutage,wo ja ein Teil der Axiome
einfach fehlt.Wir konnen also festhalten: Durch
T2 und T3 werden ohne Zusatzannahmen die Objekte
nicht als geometrische Objekte charakterisiert.

Es ist zu fragen,ob dieser Mangel von T2 und
T3 nicht durch metatheoretische Voraussetzungen,
etwa durch Vorschaltung einer geeigneten Theorie,
die Geraden und Ebenen charakterisiert,behoben
werden kann? In Anbetracht von (8) scheint es
moglich,Theorien zu rekonstruieren,welche die
geometrischen Objekte: Punkt,Gerade,Ebene mit
Begriffen unserer lebensweltlichen Erfahrung
zusammenbringen und aus diesen konstituieren.

Wir vermeiden es,auf diesen Punkt ndher einzu=

%) Auf diesen Punkt hat mich Prof.Sneed hinge=
wiesen.
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zugehen,weil es hier enorme Schwierigkeiten
gibt und weil wir im Moment auch keinen
eigenen Beitrag leisten konnen.Wenn die
Rekonstruktion solcher "vor—geometrischer"
Theorien gelingen sollte,so wdre fur uns der
interessanteste Punkt,festzustellen,wieviel
Geometrie "in solcher Theorie steckt",d.h.
welche Axiome der Geometrie durch Vorschaltung
einer derartigen Theorie eingespart werden
konnen.Wir vermuten,daB tatséchlich einige der
Axiome,aber nicht alle,wegfallen werden.Wenn
diese Vermutung richtig ist,so bedeutet dies,
daf die Theorie T, auch die Charakterisierung
der geometrischen Objekte,wie sie aus handwerk=
lich-technischen Erfahrungen gewonnen wird,
enthédlt.Man kann dann nicht sagen,Tl sei in=
addquat,weil sie solche Charakterisierungen
nicht enthédlt,sondern hdochstens bemidngeln,daf
diese Charakterisierung im Gegensatz zur
historischen Entwicklung nicht gesondert re=
konstruiert wird.Wir halten fest: Die Vor=
schaltung einer Theorie zur Charakterisierung
der geometrischen Objekte wiirde 'I‘2 und T3
verbessern und dem Gehalt nach an Tl heran=
bringen.

Ein Nachteil von '.I'3 ist,dal hiermit in=
direkte MeBmethoden,wie sie in B6 und B7 ge=
schildert sind,nicht durchfiihrbar sind.Die
logische Struktur von T3 ist einfach zu schwach,
um den Bewels etwa des Satzes von Pythagoras zu
erlauben.In Tl und T2 konnen solche S&dtze be=
wiesen werden,indem man die betreffende abge=



schlossene und vertridgliche Figurenmenge

gemdB T6 in eine Geometrie einbettet,dort den
fraglichen Satz beweist und ihn dann auf Grund
der Vertrdglichkeit und daraus folgender
Lemmata auf die betrachtete Figur Ubertrigt.
Dieser Mangel von T3 ist so schwerwiegend,dalB
wir T3 allein nicht als addquate Rekonstruktion
der Geometrie ansehen kdnnen.Die Theorie ist
deshalb nicht uninteressant,sie eignet sich
unter Umstidnden als gemeinsame Basis
euklidischer und nicht-euklidischer Geometrien,
wobei hier unter den nicht—-euklidischen auch
Riemannsche Geometrien subsumiert sind.Eine
Aufgabe fir die Zukunft ist es,eine solche
maximale Basis der verschiedenen Geometrien
herauszuarbeiten und zu sehen,wie die
verschiedenen Geometrien durch verschiedenartige
Verstidrkungen dieser Basis entstehen.

Ein letzter Mangel von T2 und T3 besteht
darin,daB mit diesen Theorien keine Orts=
funktion definierbar ist.Ohne hier Details aus
der Raum—-Zeit-Theorie vorwegnehmen zu miissen,
kdonnen wir intuitiv kurz schildern,wie von der
Abstandsfunktion zu einer Ortsfunktion iliberzu=
gehen ist.Wir denken uns eine Menge von Punkten
und deren Abstédnde gegeben,Vier der Punkte sollen
nicht co-planar sein.Dann kénnen wir von einen
dieser vier Punkte aus Geraden durch Jjeden der
drei anderen Punkte legen.Diese drei Geraden
bilden ein (eventuell schiefwinkliges)
Koordinatensystem.Die Koordinaten jedes weiteren
Punktes x werden nun wie folgt bestimmt.Man
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fdllt das Lot von x auf jede der drei
Koordinatenachsen und erhdlt auf jeder dieser
Achsen einen Punkt.Der Abstand der so erhaltenen
Punkte zu dem Schnittpunkt der Koordinaten=
achsen ist dann genau die Koordinate des Punktes
x in der betreffenden Richtung.Die volle
euklidische Geometrie gewdhrleistet die Ein=
deutigkeit und den krfolg dieses Verfahrens.

So kOnnen wir in Tl Koordinaten definieren,
indem wir zunédchst IG gemdB T6 einbetten in
eine Geometrie,dann dort die Koordinaten kon=
struieren und sie schliefllich wieder in die
vorliegenden Figuren rickiibersetzen.Bei T3
funktioniert dieses Verfahren nicht,aber auch
bei T2 kommen wir in Schwierigkeiten.Zwar
konnen wir von vorgegebenen Punkten in IG
iibergehen zu deren Koordinaten in einer abge=
schlossenen und vertrédglichen Figurenmenge,wie
sie im Constraint als existent gefordert ist.
Aber wir haben keine Garantie,daBl die Schnitt=
punkte der Lote mit den Koordinatenachsen
Punkte sind,die in I, liegen.Wir kOnnen daher
unter glinstigen Umstédnden zwar Zahlen als
Koordinaten eines Punktes bezliglich eines ge=
gebenen Koordinatensystems berechnen,nicht aber
diese Zahlen aus den vorgegebenen Anwendungen
definieren.

Wir kommen so zu dem Resultat,dall T1 die
adédquateste der drei Rekonstruktionen ist.Es
muB jedoch noch auf zweil Unvollkommenheiten
dieser Rekonstruktion eingegangen werden.

Die erste Unvollkommenheit liegt darin,daB
Geraden und Ebenen als Grundbegriffe in unserem
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formalen System iiberfliissig sind? Dies er=
kennt man so.Zu zwei verschiedenen Punkten
a,b definieren wir g, b:={c/Z(a,c,b)vZ(c,a,b)
vZ(a,b,c)}.Da es zu Se zwel verschiedenen
Punkten nach den Axiomen genau eine Gerade
gibt,welche mit ihnen inzidiert,kdnnen wir

die durch a,b so definierte Gerade durch ga,b
ersetzen.Hierzu ist nur erforderlich,llengen=
terme in der Sprache zuzulassen.Die Inzidenz=
relation von D9 wird dann zur gewbhnlichen
Elementschaftsrelation der Mengenlehre.
Genauso verféhrt man mit Ebenen und erhidlt auf
diese Weise ein dquivalentes Axiomensystem,in
dem Geraden und Ebenen als Grundbegriffe
eliminiert sind.

Wenn dem so ist,warum verzichten wir dann
nicht auf Geraden und Ebenen? Weil dann
relevante Vorhersagen der Geometrie nicht mehr
formulierbar sind.Betrachten wir ein Beispiel.
Bl0 "Die Maus ist in diesem Drahtkasten".Wemnn

uns zur PFormulierung dieser Aussage keine Ge=
raden und Ebenen zur Verfiigung stehen,dann
milssen wir sowohl den Drahtkasten als auch

die Maus durch endlich viele Punkte be=
schreiben.Natiirlich erhalten wir dann ein recht
grobes Bild der Situation.DaB das mausartige
Gebilde in den Drahtkasten (dieser ebenfalls
durch Punkte dargestellt) paBt,karnn man vers
suchsweise unter Benutzung der Zwischenrelation
so ausdriicken.Jeder Punkt der '"Maus" liegt

*) Diese Bemerkung verdanke ich Prof.Sneed.
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zwischen zwei Punkten des "Kastens".Da wir

aber nur endlich viele Punkte zur Verfiigung
haben,ist es mdglich,daB gewisse Singularitidten
bei der Beschreibung durch Punkte nicht beriick=
sichtigt werden.So kénnte man etwa den Schwanz
der Maus durch zwei Punkte,einen fiir die
Schwanzwurzel und einen fiir die Schwanzspitze,
beschrieben haben.Wenn nun die Maus den Schwanz
in einer Schleife aus dem Drahtkasten heraus=
hingen 1&Bt,sodaB die Schwanzspitze sich wieder
im Kasten befindet,so wdre die Aussage '"Die
Maus ist im Kasten" in der geometrischen Ver=
groberung richtig,in Wirklichkeit jedoch falsch.
Solche Situationen lassen sich bei endlichen
Punktmengen prinzipiell nicht vermeiden.

Dies zeigt,daB Geraden und Ebenen eigenstidndige
Grundbegriffe sind,die wir filir die Anwendung der
Geometrie brauchen.Es wdre eine wiinschenswerte,
aber duBlerst schwierige Aufgabe,unser Axiomen=
system so umzubauen,daB die Zwischenrelation auch
fir Punkte und Geraden oder Punkte und Ebenen
durch Axiome geregelt ist.In Modellen der vollen
Geometrie lassen sich solche Relationen stets
mit der Zwischenrelation fiir Punkte definieren,
in endlichen Figuren dagegen nicht.

Die zweite Unvollkommenheit liegt in der
starken Idealisierung,welche mit Tl verbunden
ist.Bei operationaler Interpretation der geo=
metrischen Relationen konnen z.B. Punkte
"praktisch" keine Ausdehnung haben.Damit ist
folgendes gemeint: Wenn ein Punkt so "groB" ist,
dafl man auf ihm zwei verschiedene Marken an=
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bringen kann,so lassen sich diese Marken

wieder als Punkte auffassen und zwischen ihnen
muB nach den Axiomen ein weiterer Punkt liegen.
Diese Idealisierung stellt jedoch keine echte
Schwierigkeit dar.Alle bisherigen physikalischen
Theorien besitzen diesen hohen Idealisierungs=
grad.Die Verbindung zur nicht—idealen Realitidt
wird durch geeignete Approximationstheorien
hergestellt,auf die wir im Fall der Geometrie

im ndchsten Abschnitt eingehen wollen.
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VI APPROXIMATIVE GEOMETRIE

Wir stellen zundchst einige allgemeine Be=
griffe bereit,mit denen sich die Approximation
mengentheoretisch dargestellter Theorien be=
schreiben 1&dB8t.Iudwig benutzte in (12) erst=
mals den topologischen Begriff der uniformen
Struktur zur Beschreibung von Approximation

in physikalischen Theorien.Moulines (15)
Ubertrug Ludwigs Idee auf den Sneedschen
Formalismus.Wir bernutzen die Arbeit von
Moulines als Ausgangspunkt,modifizieren dabei
aber seine Definitionen an einigen Stellen.
Grundlegend fiir das Folgende ist der topologische
Begriff der uniformen Struktur (vergleiche (17),
S.102).

D28 Es sei MEWC und US M= M.

a) AU:={Cx,x3/3yeM(Ex,y:leU)v Jye M(Ey,x'_'leU)}
b) U2:={Ex,y3/ Fz([x,z]€UALz,yJ€ U)}
ﬂUﬂm&Lﬁﬁmﬂeﬂ

d) W ist eine uniforme Struktur auf M (in

Zeichen: US(W ,M) ) wenn gilt

1) WSPot(MxM)

2) Ve und $¢ W

3) VU,U'(UEW A UgU’> Uew )

4) VYU,U"(UEW AUEW =» UnUed )

5) VU(UevV'-»AUGW)

6) VU(UEW - U lew )
7) VU I U(UeW -U3C U A Ueld)

4 U heiBt die Diagonale von U.Stellt man sich
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U nd&mlich als Zahlenebene vor mit recht=
winkligen Koordinaten,so ist AU genau die
Hauptdiagonale in dieser Ebene.,Um die weiteren
Bestimmungen intuitiv zu verstehen,stellén
wir uns vor,daB [x,y )€ U bedeute "x und y sind
sich &hnlich".Dann bedeutet [x,yd €U?,da8 x
einem z &hnlich ist und z wiederum y &dhnlich
ist.Hieraus kann aber nicht geschlossen
werden,daB auch x und y dhnlich sind.U ' ist
die zu U inverse Relation.Nach D28-d1 sind
die Elemente von W Teilmengen von M= M,Ein
solches Element U ist also eine Menge von
Paaren [x,yJ]) mit der Eigenschaft,da x und

¥y sich &hnlich sind.Solange wir nur eingzelne
dieser lMengen U betrachten,bleibt der durch
eine Menge U ausgedriickte Begriff der Ahn=
lichkeit recht unbestimmt.Erst wenn wir
mehrere Mengen Ui miteinander vergleichen,
kdnnen wir etwa zu Aussagen der Art "die
Elemente der Paare in U1 sind sich &hnlicher
als die in U2“ gelangen.Es liegt nahe,diesen
Komparativ durch eine Mengeninklusion auszu=
driicken.Danach bedeutet Uls; U2,daB die
Elemente der Paare in Ul sich &@hnlicher
sind,als die in U2,denn wenn x und y sich
"sehr dhnlich" sind,dann sind sie auch
"weniger dhnlich".Es ist klar,daB durch zu=
sdtzliche Forderungen an die Ui das
qualitative "ist #hnlicher als" weiter auss=
differenziert werden kann.Unter diesem Ge=
sichtspunkt sind die Bestimmungen D28-32-d7
zu verstehen.2)-4) besagen,daB W ein Filter
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ist (vergleiche (17),5.41).Bestimmung 5)
besagt,daB mit jeder Menge von Paaren,deren
Glieder sich &hnlich sind,auch die Menge
aller Paare,deren Glieder identisch sind,
zu N gehort.Nach 6) ist W symmetrisch und
nach 7) ist W verfeinerbar in dem Sinn,daB
es zu jedem U’%eW ,welches einen gewissen
"Ahnlichkeitsgrad" darstellt,einen soviel
weitergehenden Ahnlichkeitsgrad (dargestellt
durch U) gibt,daB sogar die Elemente der Paare
von U2 sich noch &hnlicher sind als die von
Ul Fir eine physikalische Begriindung dieser
Forderungen verweisen wir auf (12),5.75~78.
Moulines macht in seiner Arbeit haupt=
sédchlich Gebrauch von folgendem in D29-a
definierten Begriff.

D29 Es gelte US(W,M),x,y€M und X,YS M,

a) x4y ¥ 3Vew ([x,yleU)

b) XY = [XI=|¥laVxeXIyeY(xngy)
Wir kdnnten versuchen,die Relation XY zu
lesen als "x ist bezliglich W &hnlich zu y".
GemdB unseren Ausfilhrungen im AnschluB an
D28 ist es jedoch der Zweck von D28,eine
spezifische komparative Ordnung beziliglich der
Ahnlichkeit herzustellen.Bei Verwendung von
D29~-a wird diese spezifische Struktur vollig
ignoriert.Denn die Menge U,die ja einen Ahn=
lichkeitsgrad ausdriickt,darf beliebig ausge=
wdhlt sein.Im Gegensatz zu Moulines werden wir
die Ahnlichkeitsrelation auf der theoretischen
Ebene der Theorie ansetzen.Daher miissen wir
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die Ahnlichkeit nicht nur fir Modelle,
sondern fir ganze Modellmengen,wie sie in

den Constraints vorkommen kOnnen,betrachten.
D29-b stellt hier einen ersten Versuch dar.
Gegeben sind zwei Mengen X und Y unter der
Voraussetzung,daB eine Ahnlichkeitsrelation
zwischen deren Elementen bereits besteht.Dann
sind auch die Mengen X und Y #@hnlich,wenn sie
gleichmédchtig sind und wenn es zu jedem
Element von X ein &hnliches Element in Y
gibt.D29-b ist jedoch inadidquat,denn erstens
wird sie auch von solchen X,Y erfillt,bei denen
alle Elemente von X &hnlich zu einem einzigen
Element von ¥ sind.Und zweitens diirfen die

zu x€ X d@hnlichen Elemente y€ Y gemdB D29-a
in beliebigem Grad &hnlich sein,sodaB also
einige Elemente von X "sehr &dhnliche",andere
Elemente dagegen "ganz wenig dhnliche" Gegen=
stlicke in Y haben konnen.Dem ersten Punkt
wird abgeholfen,indem die Relation,welche die
Elemente von X mit #hnlichen £lementen von Y
verknipft,zu einer bijektiven Relation ver=
stédrkt wird.Den zweiten Punkt umgehen wir,
indem wir nicht auf die ganze Menge W/,
sondern auf einen speziellen "Ahnlichkeits=
grad" Ue W relativieren.

D30 Es gelte US(W,M),U€W und X,YS M.
X~ = 3f:X - YABLj(f) A Vxe X([x,f(x)JeU)

D30 driickt aus,daB die Mengen X,Y dhnlich sind
bezliglich einer bestimmten Menge U einer uni=
formen Struktur.Mit diesem Begriff kOnnen wir
nun die empirische Aussage einer Theorie in
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approximativer Form ausdricken.Wir ver=
wenden dabei statt "approximativ" in An=
lehnung an Ludwig den Ausdruck "verschmiert".

D31 Es sei K=[Mpp,Mp,M,CJ und T=[K,IJ eine
Theorie.Weiter gelte US(W,MP).

a) AU(K):={x/ngppA 3YIz(r(Y)=X A
ZeM(1)A 2~ ¥)} heist

U-Verschmierung von A(K)

b) Ay (K):={X/XS M A FVeW (Xe Ay(K))]
heiBt W -Verschmierung von A(K)

c) Die beziiglich U verschmierte empirische

Behauptung von T ist der Satz
IeAU(K)

d) Die beziiglich Mf verschmierte empirische
Behauptung von T ist der Satz
Ie AW(K)

&) My(m):={¥/Yeu A 2(z €M (1) A2 vy}

Intuitiv enthidlt AU(K) genau diejenigen Mengen
partieller potentieller Modelle,die sich durch
theoretische GroBen so erweitern lassen,dal
ihre Erweiterung &hnlich bezliglich U zu einem
ZeM(T) ist.AMf(K) ist der entsprechende Be=
griff fir die ganze Menge W .Man beachte,daB
AW(K)=U{AU(K)/U6W} .Es gilt also Ay(K) €

AJV(K) fir jedes U&W .,Damit koénnen wir auch
zwel verschiedene empirische Behauptungen
formulieren.I€ AU(K) besagt,daB I "in etwa"
in A(K) liegt,wobei U ein qualitativer Aus=
druck fir den Grad des "in etwa" ist.Analog
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ist D31-d zu interpretieren,nur ist hier der
Ungenauigkeitsgrad so groB wie die "unschidrfste"
Menge U,die in W noch zugelassen ist.ﬂﬂU(T)
schlieBlich ist die U-Verschmierung von M(T),
also der Menge derjenigen Modellmengen,die

den Constraint erfiillen.

Wir haben hiermit einen topologischen
Approximationsbegriff definiert,der auf Theorien
in mengentheoretischer Darstellung allgemein
anwendbar ist.Am Beispiel der Geometrie kann
nun sogleich nachgewiesen werden,daf3 dieser
Approximationsbegriff brauchbar ist.

Zundchst definieren wir,wann zwei mogliche
Figuren strukturgleich sind (D32-a).Dies soll
genau dann der Fall sein,wenn sich die Punkte
der einen Figur in die Punkte der anderen
Figur so Uberfithren lassen,dall dabei Zwischen-—
und Kongruenzrelation erhalten bleiben.S3ind
zwei mégliche Figuren F und P’ strukturgleich,
so sind sie &hnlich vom Grad r,wenn die Ab=
stdnde je zweier Punkte in F und der ent=
sprechenden Punkte in P’ sich hdchstens um r
unterscheiden.Dabei ist r eine nichtnegative,
reelle Zahl.Die Menge aller Paare [F,F’]],
welche sich dhnlich vom Grad r sind,bezeichnen
wir mit U, (D32-c).[F,F’] € U kann man sich
auch wie folgt veranschaulichen.Man denke sich
die Figur F gleichm&dfliig mit einem Wattepolster
der Dicke r umgeben.Jede (eventuell von F ver=
schiedene) Figur F’,die noch ganz in dieses
Wattepolster eingelegt werden kann,ist dann zu
F dhnlich vom Grad r.Als uniforme Struktur auf
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Mp nehmen wir die in D32-d4 definierte Menge

W .Damit W 2u einem Filter wird,miissen auBer
den Mengen Ur auch deren Obermengen zugelassen
werden.

D32 Es seien F,F’€ M; und reR ,r > O,

a) F und F’ sind strukturgleich beziiglich X
(in Zeichen: FAF’) gdw
1) A:P - P ABij(A)
2) \'/a,b,cEF(Z(a,b,c) & 77 (l(a);l(b) ’l(c)))
3) Va,b,a}b” € F(K(a,b/ajb’) & K(Xa),A(b)/
A(a’),A(p")))

b) F und F’heiBen A -dhnlich vom Grad r
(in Zeichen: FLA ,rJF’),wenn gilt
FAF'AVa,beF(la(a,b)-a" (X(a),X(p))| <r)

¢) Ur:={[F,F'3€ M%xm%/ T2 (FLA,rIF’ )|
a) \//::(XS MJI')K M%)/Elrefk (r 2 0a Urgx)}

Wir bemerken,daB in der Definition von Ur von

der theoretischen GréBe Gebrauch gemacht wurde.
Unsere uniforme Struktur ist also auf der

Menge Mp definiert und nicht,wie bei Moulines,
auf Mpp.Fﬁr Theorien,in denen bereits
quantitative Begriffe im nicht—theoretischen
Vokabular vorhanden sind,dlirfte dieser Unter=
schied keine Rolle spielen.Bei solchen Theorien
jedoch,bei denen erstmals quantitative Begriffe
eingefilhrt werden,ist unsere Formulierung vors=
zuziehen.Das liegt einfach daran,daB es ohne
quantitative Begriffe viel schwieriger ist,

die partiellen potentiellen Modelle mit einer
uniformen Struktur zu versehen.Bei der Geometrie
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18Rt sich zwar eine Ahnlichkeitsrelation
auch auf partiellen moglichen Figuren
definieren,im Vergleich mit D32 wirkt sie
aber ungeheuer kompliziert.

Zundchst konnen wir zeigen,daf die spezielle
Menge W von D32-d die Bedingungen von D28 er=
fillt.

T12 Es gilt US(W,MIl)),wobei W gemdB D32 er=
klirt ist.

Beweis: Offenbar ist V& Pot(M%xM%) und VeEne.

Da M%;!Q) ist,gibt es Fe Ml .Dann ist [F,FIe U,

fir jedes r > O,also Ur;é(% fir alle r > 0.5omit

ist ¢éW .Bedingung 3) von D28-d folgt direkt

aus der Definition von W .Wir zeigen:

4) VU,U" (UEWAUEW > UNUEW )

Aus U,U’%€ W folgt,daB es ri,r, > 0 gibt mit

Urlg U und Urzg U”.Sei r:= min{rl,r2} und

[F,F'J€U_.Dann gilt FAF AVa,be F(ldF(a,b)—

dp- A)AM))] £ r und rs r; und r<ry.Also

gilt auch [F,F'JeU,. und [F,F'Je U, .Es ist
1 2

UrSUrln Ur2 und damit Urg UoU’,d.h, UnU'eW.

5) VU(Uew »d eu")

Zu UE W/ gibt es r mit Urc_:_U.Wie man leicht

nachprift,ist AUr=UO.Es folgt UO=AUr§ AU’

also AUEM/.

6) VU(uew s U teu )
Zu Ue W gibt es U.s U.#us der Definition von

U, entnimmt man,das Ex,y_'JEUr-* [y,x]éUr gilt.
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Es sei nun [x,yle€ U,..Nach dem Gesagten ist

dann Oy, x]eU und daher Cy,x) € U.Dann ist abver
[x,yje U 1.Dam1t haben wir U sU -1 bewiesen,also
Ule W

7) VU JU(UEW-UPC U A U W)

Aus U’€ W folgt,daB es r > O gibt mit U, g Ul
Sei r1:=%r.Wir zeigen

2
(+) Url e U,

Sei [F,F’J€UZ .Nach D28~b heiBt das
1

ar’ " (Lr,F""Je UrlA fr’ F°'J€ Url) und dies nach

D32 FAF ’ava,beF([dp(a,b)-dg. - (A(a),A(b))|<r])

AF AP aYain’ e B (fdpe - (a5 )=dp. (A (27) 2y (b))
rl).Wir setzen A’ :=ll oX.

Dann gilt offenbar FA’F’.Es seien nun a,be F.

Aus den obigen Ungleichungen mit Betrdgen erhalten

wir

-%r < dF(a,b)-an(l(a),l(b)) <%r ung

- %r < dpe-(A(2) A1) )=dp- (X7 (a), A7 (D)) s

denn l'(a)=ll(l(a))-

Hieraus erhdlt man

ap(a,0)=dp, (A" (2),1° (D))< r+dgr- (A(a),A(b)) 44
—dpr-(A(a), A(b))=r und
dpla,b)=dg. (17 (a) ,A° (D)) 2 dp-- (A(a),A(b))-
%= %r=dg. - (Aa) ,2(b) )=-1
Aus diesen Ungleichungen folgt
[ap(a,b)-dg. (Xa) X7 (b)) £ r,also [F,F'IeU,,

womit (+) bewiesen ist.Nun ist aber U. €U und
1
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aus U2 € U_c U’ folgt dann mit U:=U_ die
ri< °r ry
Behauptung.

Wir konnen nun mit Hilfe von U und Wdie
U-Verschmierung von A(Kl) und die ver=
schmierten empirischen Behauptungen von Tl
formulieren.Hdtten wir einen Kern Kj fiir
den A(K'):AUr(Kl) fir ein r»0 richtig wire,

so kbnnten wir die Theorie [K} I,J mit Recht
eine approximative Geometrie nennen.Solange
wir ein solches K’ nicht kennen,vermeiden wir
es,die Bezeichnung "approximative Geometrie"
anzuwenden,weil dadurch der Eindruck entsteht,
daB man von einer Theorie im Sinne von D5
redet.

Es so0ll nun ein Problem zur Sprache kommen,
das sich im Spezialfall der Geometrie leicht
darstellen und auch ldsen 1l&8t,aber im allge=
meinen Fall verwickelte Untersuchungen er=
fordert.Betrachten wir dazu zwei Mengen midg=
licher Figuren X und Y,fiir welche X'~hY gilt.
Die bijektive Abbildung f,die dann definitions=
gemdB die Elemente von X auf solche von Y ab=
bildet,braucht die Beziehungen zwischen
Elementen von X nicht in dhnliche Beziehungen
von Elementen von Y iiberzufilhren.Am Beispiel
des (=,=)-Constraints sieht man dies sehr
deutlich.Zwei mdgliche Figuren kOnnen sich in
X iiberlappen,d.h. konnen gemeinsame Punkte
besitzen,wdhrend ihre Bilder in Y disjunkt
sind.Die im Constraint enthaltene Information
geht somit beim Ubergang zu einer dhnlichen
Menge verloren.Soll dies verhindert werden,so
miissen wir,dhnlich wie flir mégliche Figuren
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in D32-a,den Begriff der Strukturgleichheit
von Mengen mdglicher Figuren definieren.Bei
der Geometrie geniigt es,Strukturgleichheit
beziiglich des (=,=)-Constraints zu fordern.
Andere,scheinbar stédrkere,Forderungen lassen
sich hieraus ableiten.Wir sprechen in diesem
Spezialfall von Uberlappungstreue.

D33 Es gelte US(J/,M;),X,YE Pot(M;),f:X - Y,
Bij(f) und U.€W .Dann sagen wir,daB

f X beziglich Ur¥ﬁberlappungstreu auf Y
abbildet,wenn gilt

VF,F'e XV A, L'Va( FLA,r3(£(F))A
F'LArI(E(F ))aracPnP’» A(a)=1"(a))

Dies besagt kurz,daB die Bilder der mdglichen
Figuren P und F’ sich in Y genauso iiberlappen,
wie sie es in X tun,vorausgesetzt,dal die
Bilder f£(F) und £(F’) auch A~ (bzw., A% )
dhnlich vom Grad r zu F und F* sind.Wir vers=
stédrken D30 und D3l-a im Spezialfall der Geo=
metrie zu

D34 Fir X,Ye Pot(M;) und reR ,r = 0 sei

a) Xe Y = Jf(f:X » YABij(f)A V xe X(
[x,f(x)]e U.Af bildet X iber=
lappungstreu beziiglich U  auf Y ab)

1
pp

AZ (—»rY)}

b) Ar(Kl):={x/ng AFYFL(T(Y)=KAZ €M(T))

Durch diese Zusatzforderung wird die mit Ar(Kl)
formulierbare empirische Behauptung verstirkt.
Genauer gilt.
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T13 A(Kl)EAr(Kl)EAUr(Kl) fur re R ,vr = 0

Beweis: Die definierenden Bedingungen fir
Ar(Kl) entstehen durch konjunktive Hinzu=
fligung der Forderung nach Uberlappungstreue
zu den definierenden Bedingungen von AUr(Kl)'

, = .
Also gilt Ar(Kl)_.AUr(Kl).Zum Beweis wvon

A(K,)E Ar(Kl) sei X€ A(K,),d.h. JY(r(Y)=XA Ye

M(Tl)).Wir widhlen in D34 Z:=Y,dann gilt
7 6->rY trivialerweise und damit XeAr(Kl).

Im Spezialfall r=0 konnen wir die ver=
schmierte empirische Behauptung I;€ Ar(Kl)

mit der idealen empirischen Behauptung IGE<A(K1)
identifizieren,denn es gilst

T14 Fir r=0 ist Ar(K1)=A(Kl)

Beweis: Die Inklusion =2 gilt nach T13.Zum
Beweis der umgekehrten Richtung betrachten wir
die Aussage X 60Y.Die Figuren von X und Y
haben dann zwischen ihren Punkten identische
Abstdnde und sind auch beziliglich des (=,=)-
Constraints nicht zu unterscheiden.Zwar
brauchen die Figuren nicht formal identisch
zu sein,weil die formale Identitdt von Geraden
z.B. durch Gleichheit von Punkten und Ab=
stdnden noch nicht gewdhrleistet ist.Aber
Figuren,die sich in Punkten und Abstidnden
nicht unterscheiden,werden von A(Kl) als gleich
behandelt.Genauer: X ©,Y —»(xem(Tl) - YEIH(Tl)).
Hieraus folgt die Behauptung.

Schlieflich wollen wir noch eine in diesem
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Zusammenhang zu losende Aufgabe fir die
Zukunft stellen.Es handelt sich darum,ein
Axiomensystem der Geometrie in Abhdngigkeit
von einem reellen Parameter zu finden,sodafl
jedes M genau dann ein Modell dieser Axiome
ist,wenn M€ n1Ur(Kl) gilt.Hd1lt man sich vor

Augen,daB n4(Kl) die volle Geometrie enthdlt
und daB an (Kl) demgegenliber eine logisch
r

schwidchere Theorie ist,so sieht man,daB das
gesuchte Axiomensystem eine Abschwidchung eines
geometrischen Axiomensystems sein miite.
Intuitiv besteht die Aufgabe darin,Axiome so
zu formulieren,daB sie direkt auf ausgedehnte,
konkrete Gegenstidnde anwendbar sind.Diese Idee
ist nicht neu,sie wurde bereits von Hjelmslev
(7) zu verwirklichen versucht.Es wire inter=
essant,eine Verbindung herzustellen zwischen
einer approximativen Geometrie,wie sie durch
Anwendung der beschriebenen Begriffe aus der
Geometrie entsteht, und der (allerdings etwas
vage formulierten) "Wirklichkeitsgeometrie"
von Hjelmslev,
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In diesem Abschnitt soll die Rekonstruktion
einer Zeit-Theorie im Sinne von D6 versucht
werden.Genau wie bei der Geometrie gibt es auch
im Fall der Zeit viele Auffassungen und
folglich viele Wege der Rekonstruktion.Wir
werden eine mbglichst strenge Analogie zur
Geometrie wahren und konnen daher viele
intuitive Bemerkungen aus der Geometrie
ubernehmen.Wir fassen uns aus drei Grinden
kurz.Erstens wurde eine "empirische Zeit-Theorie"
bisher kaum als eigenstédndige Theorie ange=
sehen,Zweitens konnen wir keine befriédigende
Begriindung fiir die Theoretizitdt der von
uns gewdhlten theoretischen Grdfe D geben.
Drittens erscheinen die aufgestellten
empirischen Behauptungen zwar nicht logisch-,
aber doch intuitiv trivial.Vorweg 188t sich
sagen,daBl Punkt zwei nicht wesentlich ist.
Sollte sich D als nicht—-theoretisch heraus=
stellen,so hédtte dies nur zur Folge,daB Mpp=
Mp zu setzen wire,was ja erlaubt ist.Punkt
drei legt die Frage nahe,ob unser nicht-
theoretisches Vokabular nicht zu arm ist.
Trotz dieser Fragezeichen ist es fiir das
Folgende niitzlich,eine Zeit-Theorie im Sinne
von D6 zur Verfiigung zu haben.Wir werden diese
ndmlich in den ndchsten Abschnitten zum. Auf=
bau von Raum—Zeit-Theorien benutzen.Dabei wird
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es nicht so sehr auf die spezielle Wahl

und Form der Grundbegriffe und Relationen
ankommen,sondern mehr darauf,daB eine Theorie
im Sinne von D6 vorliegt.Bei nachweislichen
Inaddquatheiten kann die Zeit-Theorie ohne
Folgen filir die Raum—Zeit-Theorien modifiziert
werden.

Die nicht—theoretische Sprache besteht aus
dem Grundbegriff des Zeitpunktes und der
Relation "spdter als" zwischen Zeitpunkten.
Das Verstdndnis des Grundbegriffs bereitet
gewisse Schwierigkeiten,denn sicher existiert
ein Zeitpunkt nicht in der gleichen Weise wie
etwa ein Partikel oder ein Punkt.Der onto=
logische Status eines Zeitpunktes scheint
davon abzuhingen,welche Entitédten man als
erste gegebene Objekte,als "Urelemente",auf=
fagt.Wenn wir von bewegten Partikeln ausgehen,
die als Massenpunkte idealisiert vorgestellt
werden,so lassen sich Zeitpunkte als raum=
liche Relationen solcher Partikel auffassen.
Wir werden diesen Weg jedoch nicht weiter ver=
folgen,sondern unabhdngig davon,ob ein Zu=
sammenhang zwischen dem Begriff des Zeitpunktes
und dem Begriff des bewegten Partikels be=
steht,den formalen Kern einer Zeit-Theorie
hinschreiben.Auf diese Weise vermeiden wir
Diskussionen iiber Fragen wie etwa: "LaB8%t sich
Zeit aus Bewegung ableiten?" oder "Kann der
Begriff des Zeitpunktes nicht intuitiv,wie
etwa in dem Satz "Jetzt ist er dort" ver=
standen werden?".Im Hinblick auf die wissen=
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daB es nicht notig ist,den Begriff des Zeit=
punktes auf andere Begriffe zurlickzufiihren.
Andererseits ist jedoch dieser Begriff als
Grundbegriff erklédrungsbediirftig.

Unabhéngig davon,was man unter Zeitpunkten
versteht,l48t sich sagen,daB eine Zeit-Theorie
sich mit einer Zeitordnung,einer zeitlichen
Aufeinanderfolge von Zeitpunkten,beschidftigt.
Die Aufeinanderfolge von Zeitpunkten hat die
Struktur einer linearen und dichten Ordnung.
Auf solchen Strukturen aufbauend,kann man als
theoretische GroBe eine zweistellige Zeit=
abstandsfunktion oder eine einstellige Zeit=
reprasentationsfunktion einfilhren,.Wir beginnen
mit endlichen Strukturen.

D35 Eine mogliche Zeitordnung ist ein Paar
(7%, <3 mit folgenden Eigenschaften
1) %€ ¢
2) T ist endlich
3) << 8 x e

Die Elemente von T° heifBlen Zeitpunkte und
werden mit t,t;ti bezeichnet.t < t"bedeutet,
daB Zeitpunkt % vor Zeitpunkt t° liegt oder
daB t° spdter als t liegt.Die Struktur von

D35 kennzeichnet die partiellen potentiellen
Modelle unserer Theorie,.Demzufolge lassen sich
im nicht-theoretischen Vokabular nur Aussagen
iiber das Frither oder Spiter oder iiber die
Gleichheit von Zeitpunkten machen.Solche Aus=
sagen,so scheint es,sind nicht besonders inter=
essant.Man Uberlegt sich jedoch,daB z.B. die
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Voraussage einer Sonnenfinsternis als reine
Aussage iber die Zeit in dieser Sprache
formulierbar ist.Der Zeitpunkt der Finster=
nis kann etwa nach dem Zeitpunkt t des
Sonnenaufgangs des x-ten Tages von heute an
gerechnet liegen,vor Sonnenuntergang desselben
Tages und identisch sein mit dem Zeitpunkt,

zu dem eine bestimmte Uhr auf die Ziffer 12
zeigt.

D36 Eine mogliche metrisierte Zeitordnung ist
ein Tripel ETe,<<,D] mit den Eigenschaften
1) [T%,< 2 ist eine mogliche Zeitordnung
2) D:1%» R

In D36 wird die theoretische GroRe D einge=
filhrt.D ersetzt einfach die Zeitpunkte,die

ja keine Zahlen sind,durch reelle Zahlen,Nit

D 14B% sich milhelos eine Zeitabstandsfunktion
definieren.Umgekehrt konnen wir aus einer Zeit=
abstandsfunktion eine reprédsentierende Funktion
D gewinnen,indem wir bei der Abstandsfunktion
ein Argument mit der Konstanten O besetzen.

D37 Eine metrisierte Zeitordnung ist ein Tripel
CT®,<,D3 mit den Eigenschaften
1) ETe,<(,D] ist eine mbgliche metrisierte
Zeitordnung

2) < ist eine lineare Ordnung,d.h.
Fir alle t,t5t" 7€ T° gilt

2.1) t<tAt<t > t<t°

2.2) —T(t<t)

2.3) t#FE S t<t Vit

3) Vi,t7€ 8 (t<t"e D(t) < D(+7))
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Bedingung D37-3 besagt gerade,daB D die
Ordnung < in den reellen Zahlen repridsentiert.
< 1ist hierbei die gewdhnliche Kleiner=
relation fir reelle Zahlen.Wie in der Geo=
metrie konnen wir den nicht-theoretischen Be=
griff durch die theoretische GroBe D
definieren und also eliminieren.Die Griinde,
weshalb wir dies nicht tun,sind die gleichen
wie bei der Geometrie.Es lassen sich jedoch
auch Unterschiede feststellen.Ein Unterschied
besteht darin,daB bei Verstidrkung der nicht-
theoretischen Axiome (durch die Forderung nach
Dichte und Stetigkeit von < ) sich zwar die
Existenz einer reprédsentierenden Funktion D
beweisen 1dB8t,nicht jedoch deren Eindeutig=
keit (bis auf Skalentransformation).Ohne solche
Verstdrkung ist die Existenz von D trivial zu
beweisen —im Gegensatz zur Geometrie.Intuitiv
ist eine lineare Ordnung auf einem nicht zu
groBen Bereich (auch mit Zusatzforderungen)
immer in R mittels einer Funktion D
repriasentierbar.Das heiBt,daBl die Nicht=
trivialitat der empirischen Behauptung nur
vom (=,=)-Constraint abhingt.

T15 Ist [T°,< ,D] eine metrisierte Zeit=
ordnung,so ist D:T°—= R injektiv.

Beweis: D ist injektiv per Definition genau
dann,wenn gilt Vx,y(x# - D(x)#D(y)).Es seien
also t,t’€ T gegeben mit t#t. Nach D37-2.3
gilt dann t<t"v t'<t und nach D37-3 folgt
D(t) < D(t") vD(t’) < D(t),also D(t)#D(t").
D37 beschreibt die Modelle unserer Zeit-



Theorie als endliche Strukturen.Weitere
Idealisierungen,die die Unendlichkeit von
'T® peinhalten wiirden,verlegen wir wie in
der Geometrie in die Constraints.Analog zu
D15 fihren wir auch hier den Begriff der
Erweiterung ein.

D38 Es seien Zi=[T§,‘<i,Dij mogliche
metrisierte Zeitordnungen fiir i=1,2.
a) Z2 heiBt eine Erweiterung von Zl

(in Zeichen: 2, 2,) gdw
€ ~ me
1) T{ &1
2) <76<5
3) D1=D2/Ti (= die Beschrinkung von D, auf Ti)
= e
b) 'tGZiz téTi
i

i

Die Constraints filir Dichte und Stetigkeit von
< ,sowie den (=,=)-Constraint definieren wir
wie folgt.

D39 Es sei # eine Menge von mdglichen

metrisierten Zeitordnungen.

a) & neiBt vertriglich,wenn gilt
V2,2°€% 372°°cB (ZCZ2A2°=2"")

b) % heiBt dicht,wenn gilt
Vzleas ERINT . (le: Zy A Vt,t’szl(t -<lt'-)

Tt E (<t At <5t7)))

c) % heiBt stetig,wenn folgende Bedingung
erfillt ist

Es seien <Zi>,<Ui>,<Vi>,i=l,2,3,... Folgen,

sodaB filir jedes i gilt
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e e
(1) 2,€% (2) U, T;,V;€ T
(3) 2;c 24, (4) U, U, Vi€V 4
Dann gelte:

VieWN Vit e U vtie V(< t5) =

Jzc® Ve ZVjeNVt'éUj\(t} Vit e Vj\{t}
.e A I'd r e, B 4 A . re

HZJ AG(ZEZJAt,t ,t €ZJAt<Jt-<Jt )

Die Bedeutung von a) braucht wohl nicht mehr
erliutert zu werden. b) ist eine Abdnderung

des Ublichen Axioms flir die Dichte einer
Ordnung,welches lautet:

Vi,tcTAt € T(<Lt"> t<t "2t Kt")

Da diese Forderung modelltheoretisch (zumindest
zusammen mit D37-2) die Existenz unendlich
vieler Zeitpunkte impliziert,haben wir sie als
Aussage lber endliche metrisierte Zeitordnungen
formuliert.Die Stetigkeit einer Ordnung wird
durch c) ausgedriickt.Analog zur Stetigkeit in
der Geometrie (D16-8) stellt sie eine Um=
formulierung der folgenden Aussage dar.Sind

T),T,E€ T mit TN T2=<D und Tyv T,=T und vt,t”

(te T A t7e 1, - t<t°) gegeben,so gibt es einen

Zeitpunkt t°'€ T,s0daB ytye€ Tn{t" Wi, € TN {77}
(t1<:t'5< t2).Da dieses Axiom seine volle

Stédrke erst fiur unendliche Mengen Tl’TQ ent=
faltet,muBlten wir es durch Folgen endlicher
metrisierter Zeitordnungen ausdriicken.Die in=
haltliche Erkldrung von D16~8 kann iUbernommen
werden,wenn men x< y<z anstelle von Z(x,y,z)
liest und das Antezedenz,welches unmittelbar
verstdandlich ist,ensprechend ersetzt.
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Wir definieren wieder drei verschiedene
Constraints.

D40 a) xec*

gdw X ist eine vertrdgliche,dichte
und stetige Menge metrisierter
Zeitordnungen

b) Xe C° gdw  JY(Y ist eine vertrigliche,

dichte und stetige Menge

metrisierter Zeitordnungen

und XE&Y)

6 gdw X ist eine vertrédgliche Menge

c) XEC
metrisierter Zeitordnungen

Wie in IV 188t sich auch hier aus den Elementen
®E C4 eine Struktur ET£ < g ,Dxr] definieren,
sodal [ Ty » <g J eine lineare,dichte und
stetige Ordnung ist und Dy die Bedingung von
D37-3 erfiillt.Dies entspricht dem Adidquatheits=
satz in IV.Es folgt,daB # unendlich viele
metrisierte Zeitordnungen enthalten mufBl mit
insgesamt (iberabzsdhlbar) unendlich vielen
verschiedenen Zeitpunkten.

05 entsteht aus C4 durch Hinzunahme der
Transitivitatsforderung.C6 ist die schwidchste
Version,C5 und 06 konnen endliche Elemente ent=
halten.Mit diesen Constraints definieren wir
drei Kerne.

D41 Fir i=4,5,6 definieren wir den Kern filr
24d SEITL Tur

N . . . i 1.1 41
die Zeit Theorie Nr.i Ki-EMpp,Mp,M ,C™1

wie folgt
1) M;p ist die Menge aller mdglichen Zeit=
ordnungen
2) M; ist die Menge aller mbglichen metri=
sierten Zeitordnungen
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3) M:.L ist die Menge der metrisierten Zeit=
ordnungen
4) ¢! ist wie in D40 definiert

Es fehlt nun noch die Angabe der intendierten
Anwendungen Iz,deren Bestimmung hier noch
problematischer ist als bei der Geometrie.
Zundchst folgt aus D41,daB die intendierten
Anwendungen die logische Struktur méglicher
Zeitordnungen haben.Wie schon erwdhnt,wollen
wir dabei offen lassen,ob die Zeitpunkte in
den Anwendungen intuitiv oder als theoretische
Konstrukte gegeben sind.Die < —Relation denken
wir uns operational eingefiihrt.Wichtige Bei=
spiele fir Anwendungen sind alle Arten von
ZeitmeBgerdten,also alle Uhren.Weitere Bei=
spiele kann man nur durch sehr starke Ab=
straktion gewinnen.Betrachten wir irgendeine
Vorhersage Uber die Zukunft,so hat diese nicht
die Form einer bloBen Beschreibung eines Zeit=
punktes,sondern die Form "Zum Zeitpunkt t wird
das Phénomen x eintreten". Um in einer solchen
Vorhersage die Anwendung einer Zeit~Theorie
wiederzufinden,missen wir von dem jeweiligen
Phénomen abstrahieren,Die iibrigbleibende reine
Angabe eines Zeitpunktes hat dann die gewiinschte
Struktur,wie am Beispiel der Sonnenfinsternis
bereits erlédutert wurde.Damit sind auch die
Beispiele schon erschopft.Dies zusammen mit der
Tatsache,daB Zeit—-Theorien immer mit Aussagen
liber die Zukunft verbunden sind,welche nun ein=
mal wesentlich unschirfer und unzuverléssiger
sind als Aussagen der Geometrie,scheint uns die



~134-

Ursache fir das relative Desinteresse an
Zeit-Theorien im Vergleich zu Geometrien zu

sein.

D42 Die Zeit-Theorien Ty (i=4,5,6) sind
definiert durch
Ti:=[Ki,IZ 3 ,wobei K, und I, gemdR D41

und den an D41 anschlieBenden Ausfilhrungen
gegeben sind

Genau wie in V konnen wir nun die empirischen
Behauptungen I,€ A(Ki) fir i=4,5,6 mitein=
ander vergleichen.Wie dort werden die
empirischen Behauptungen mit wachsendem Index
schwécher.Ebenso konnen wir ohne operationale
Festlegung der < —Relation in keinem der drei
Falle von der Richtigkeit der empirischen
Behauptung auf die "Zeitartigkeit" der Zeit=
punkte schlieBen.

Obwohl wir keine so liberzeugenden Griinde wie
in V fiir die Entscheidung zwischen T4,T5 und T6
anbieten kdnnen,wollen wir uns fir das Weitere
auf T4 beschréanken.Intuitiv ist ‘I‘4 noch die
am wenigsten triviale Theorie,denn sie fordert
kontinuierlich viele Zeitpunkte.Diese brauchen
wir in IX zur Definition der Ortsfunktion.Die
Theorien T5 und T6 sind so schwach,daB die
Betrachtungen der ersten HZlfte von IX mit
ihnen nicht angestellt werden konnen.Dem
Binwand der zu starken Idealisierung konnen
wir wie in V durch Hinweis auf die
Approximationsmethode von VI begegnen.
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VIII RAUM-ZEIT-THEORIEN

Unsere Rekonstruktionen von Geometrie und
Zeit-Theorien werden in diesem Abschnitt zur
Definition von Raum-Zeit-Theorien verwandt.
Vorweg sei betont,dal man eine Raum-Zeit-
Theorie weder als Theoretisierung der Geometrie
durch den Begriff der Zeit noch als
Theoretisierung einer Zeit~Theorie durch den
Abstandsbegriff gewinnen kann.Das heif3t,es
ist nicht mdglich,von einer Figur ausgehend,
durch Hinzunahme einer (Zeit—) Ordnungs=
relation als theoretischer GroBe zu einer
addquaten Raum-Zeit-Strukiur zu gelangen und
umgekehrt.Intuitiv bedeutet dies,daB Raum und
Zeit Kategorien der gleichen Schicht sind,
also auf derselben Stufe zusammen -und nicht
Eine unter Voraussetzung der Anderen— einge=
fihrt werden miissen.

Unsere Raum—Zeit-Theorien werden mit Hilfe
sowohl der Geometrie als auch der Zeit—Theorie
rekonstruiert.Die Kerne dieser beiden Theorien
werden in der Definition von Raum=-Zeit-Theorien
benutzt.Insofern kdnnte man sagen,dal Raum-
Zeit-Theorien die Geometrie und die Zeit—Theorie
voraussetzen.Diese Aussage ist jedoch mit Vor=
sicht zu betrachten.Voraussetzen heiflt hier
nur,dal gewisse Teile in der Definition von
Raum-Zeit-Theorien durch isolierte Betrachtung
(etwa im Rahmen der Geometrie) motiviert werden.
Voraussetzen heif3t hier nicht,daB eine zur
Partikelmechanik flihrende Theorienhierarchie
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bei Geometrie und Zeit-Theorie anfangen
miiBte .Wir meinen vielmehr,daB eine Raum-
Zeit-Theorie die Basis einer solchen
Hierarchie bilden miiBte.Bei dieser werden
erstmals quantitative Raum= und Zeitbegriffe
eingefiihrt und mit operational gegebenen
Begriffen verknipft.Jeder Teil einer Raum=
Zeit-Theorie ist fiur sich zu schwach,um in
linearer Weise einen Aufbau der Physik zu
gestatten.Die Tatsache,daB Raum und Zeit auf
der untersten Stufe miteinander einzufilhren
sind,schlégt sich auch im Formalismus nieder.
Wir missen die Abstandsfunktion mit einem
dritten Argument fir Zeitpunkte versehen und
haben so als Grundbegriff eine dreistellige
Funktion,die in zwei Argumenten den Abstand
von Punkten,abhdngig von der Zeit,die im
dritten Argument auftritt,angidt.So sind also
schon im wichtigsten Grundbegriff Raum und
Zeit gleichberechtigt miteinander verkniipft.

FMir die prazisere Fassung weiterer Er=
lauterungen werden einige Abkirzungen niitzlich
sein.

D43 (Abkiirzungen)

Es seien P,G,E,T nicht-leere,endliche Mengen,

t€T und a,be P,

1) Ist € € Tx(Px (GUE)),so wird
<t§PX(GUE) definiert durch
Vae PVxé GUE(a €ix © € (t,a,x))

2) Ist Z€TxPiso wird Zy< P’definiert durch
Ya,b,ce& P(z.(a,b,c) e Z(t,a,b,c))
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3) Ist K€ TxP*,s50 wird K, P'definiert durch
Va,b,a3b%e P(K,(a,b/a3b")  K(t,2,b,a7b"))

4) Fir d:PxPxT = R definieren wir

4,1) d(*,*,%):PxP » R durch
a(-,,t)(ajp”):=d(ajbjt) fir ajbeP

4.2) da(a,b, ):T » R durch
d(a,b, ) (t"):=d(a,b,t”) fir t°€T

5) Fir s=(P,G,E,< ,%,K,T,<,d] bdeute

5.1) t€S = teT

5.2) a€é S = agP

Un den Zweck dieser Definition zu verstehen,be=
trachten wir eine Figur (P,G,E,< ,Z,K,d] mit
nur drei Punkten a,b,c und einer Geraden cor.
Wahrend es in der Geometrie nur darum ging,
die rdumlichen Verh&dltnisse zwischen diesen
Objekten zu beschreiben,soll in einer Raum-—
Zeit-Theorie auch eine Bewegung der QObjekte
erfaBt werden.Stellen wir uns eine sehr ein=
fache Bewegung der Figur vor.Sie mdge um Punkt
a gedreht werden und b moge sich dabei von a
entfernen (siehe Figur 4).

t3

Figur 4

c
Die Bezeichnungen to,..,t3 geben die Zeit=



-138-

punkte an,zu denen b in der skizzierten
Position ist.Wir haben hier streng genommen
eine Folge von vier Figuren vor uns,deren
Punkte und Geraden identisch sind.Die geo=
metrischen Relationen € und Z sind zwar in
diesem Beispiel auch filir alle vier Figuren
identisch,im Allgemeinen kdnnen aber

diese Relationen in verschiedenen Zeitphasen
verschieden sein.

Umn eine derartige Figurenfolge beschreiben
zu kOnnen,versehen wir die geometrischen
Relationen < ,Z,K,d mit einem Index t,der den
Zeitpunkt angibt,zu welchem die Figur gerade
bvetrachtet wird.Mengentheoretisch lassen sich
solche Folgen von Relationen in eleganter
Weise zusammenfassen,indem jede Relation um
ein zusdtzliches Argument erweitert wird.So
kommen wir von der geometrischen Relation Z
< P? zu der Raum-Zeit—Relation Z& Tx P* und
analog fir € ,K und d.DaB wir in beiden Fdllen
die gleichen Buchstaben benutzen,wird keine
Verwirrung stiften,aus dem Zusammenhang geht
jewells eindeutig hervor,ob nun eine geo=
metrische oder eine verallgemeinerte Relation
gemeint ist.Aus diesen verallgemeinerten
Relationen lassen sich die geometrischen
Relationen einfach dadurch zuriickgewinnen,daB
man das Zeitargument konstant h&lt.In unserem
Beispiel wire etwa die verallgemeinerte
Zwischenrelation durch{ta,c,b,to],Ea,c,b,tlﬂ,
Ea,c,b,tzﬂ,Ea,c,b,t3J] gegeben.Plir einen
bestimmten Zeitpunkt,etwa t2,erha1ten wir



mit D43-2 die Relation Z, als {Ea,c,bj},
2

welche zum Zeitpunkt t2 genau die geometrische
Zwischenrelation ist.

Der ProzeB der Riickgewinnung der geometrischen
Relationen aus durch einen Zeitindex verallge=
meinerten Relationen ist in D43-1 bis 4.1 be=
schrieben.In 4.2 wird in dhnlicher Weise aus der
verallgemeinerten Abstandsfunktion fir festge=
haltene Punkte a,b eine Zeitreprisentations=
funktion gewonnen.

Die partiellen potentiellen Modelle werden
nun charakterisiert durch Punkte,Geraden,Ebenen
und Zeitpunkte als Objekten,€,Z,K als verall=
gemeinerten Relationen,welche in der eben be=
schriebenen Weise Folgen von partiellen
Figuren beschreiben und durch eine "spidter als"
Relation zwischen Zeitpunkten.

D44 Eine partielle potentielle Raum—Zeit—Struktur
ist ein Tupel [P,G,E,<€ ,Z,K,T°,<3J mit den
Eigenschaften
1) P,G,E,T®€ "¢ sind endlich und disjunkt
2) € € X Px (GUE)

3) ze 1x P?
4) Ke1¢x p*
5) <& T®x1®

Als theoretische GrodBe tritt zu diesen nicht-
theoretischen Begriffen und Relationen eine
dreistellige Funktion d. "d(a,b,t)=x" ist zu
lesen als "Der Abstand der Punkte a und b zur
Zeit t ist x".Der Index "e" bei T° soll an=
deuten,daB T im Unterschied zu einer spater
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einzufihrenden unendlichen Menge T endlich
ist.

D45 Eine potentielle Raum—Zeit-=Struktur ist ein
Tupel
s=(P,G,E, < ,Z,K,7%, <,d] mit den Eigen=
schaften
1) CP,G,E, < ,Z,K,T%, <3 ist eine partielle
potentielle Raum~Zeit-Struktur
2) a:PxPxT® > R

Eine potentielle Raum—Zeit-Struktur enthdlt

alle nicht-theoretischen Grofen der Geometrie
(allerdings in verallgemeinerter Form) und der
Zeit=Theorie.Zu diesen tritt nun eine einzige
theoretische GroBe 4 hinzu,welche die beiden
Funktionen 4 und D aus Geometrie und Zeit-Theorie
zu einer einzigen Funktion verkniipft.Da die
geometrischen Relationen in verallgemeinerter
Form vorliegen,kann man nicht sagen,eine
potentielle Raum—Zeit=-Struktur sei ein Tripel
(F,Z,aJ,wobei F eine partielle mbgliche Figur,

Z eine mdgliche Zeitordnung und d:prfFfX prl(Z)
- |R sei.Wir konnen aber umgekehrt,ausgehend von
einer potentiellen Raum-Zeit-Struktur,die darin
vereinigten partiellen mdglichen Figuren und
méglichen Zeitordnungen gewinnen.Es 1&Bt sich
sogar aus der dreistelligen Funktion d die
zweistellige Abstandsfunktion und (mit Ein=
schrénkungén) die einstellige Zeitrepdsentations=
funktion D erhalten.Auf diese Weise bekommen wir
aus einer potentiellen Raum~Zeit-Struktur

nicht nur partielle mégliche Figuren und
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mégliche Zeitordnungen,sondern sogar mdgliche
Figuren und mdgliche metrisierte Zeit=
ordnungen.Dies wird genauer in der folgenden
Definition aufgeschrieben.

D46 Es sei S=[P,G,E, € ,Z,K,T%, <,d] eine
potentielle Raum-Zeit-Struktur,te ¢ und
a,b€ P.

a) S,:=[P,G,E, <t,Zt,Kt,d(',',t)3 heiBt
der t-Schnitt voﬁ ]
b) Sa,b:=[Te,<<,d(a,b,-)] heifBit

der ab—Schnitt von S

Offenbar ist St eine mégliche Figur und Sa,b
eine mogliche metrisierte Zeitordnung.

Mit diesen Begriffen lassen sich Modelle,
also Raum—-Zeit-Strukturen,wie folgt .
charakterisieren.

D47 S ist eine Raum—Zeit-Struktur gdw
1) S ist eine potentielle Raum—Zeit—-Struktur
2) Fir alle t€ S ist S, eine Figur

3) Es gibt a,b€ S,sodasB S, 1 eine metrisierte
?
Zeitordnung ist

Hier treten nun Axiome aus Geometrie und Zeit-
Theorie explizit in Erscheinung.Intuitiv ist
eine Raum—~Zeit-Struktur eine endliche Folge
von Figuren Ftl""Ftn’WObei alle Figuren die

gleichen Objekte enthalten.Dariiberhinaus bilden
die Zeitindizes dieser Figuren eine lineare
Ordnung,welche durch den Abstand zweier Punkte
a,b in den reellen Zahlen reprédsentiert wird.
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Aus D47-3 folgt,daB die Punkte a und b sich
tatsdchlich gegeneinander bewegen und zwar
sich stets weiter voneinander entfernen.Denn
zu immer spédteren Zeitpunkten muB,damit Sa,b
eine metrisierte Zeitordnung ist,d(a,b,) einen
immer groferen Wert annehmen.

Natirlich kann man sagen,daB auch zwei un=
bewegte Punkte a,b ein Modell von D47-3 bilden
konnen,indem die MaBstdbe im Laufe der Zeit
immer kilirzer werden,also schrumpfen,Aber wir
haben schon mehrmals betont,daB ein operatives
Verstédndnis der nicht—theoretischen Begriffe
vorausgesetzt werden muB,damit die Theorie
die intendierten Gegenstidnde beschreibt.Im
Fall der MaBstdbe bedeutet dies,dal die
Kongruenzrelation als operational "definiert"
bereits vorausgesetzt wird.Diese Relation ist
durch das Aneinanderlegen von Punktepaaren
(also einer Art von MaBstiben) gegeben.Selbst
wenn unsere Welt so beschaffen widre,dal in
irgendeinem Sinn die MaBstdbe im Laufe der
Zeit "wirklich" klirzer wilirden,hdtte dies auf
die Rekonstruktion der Raum—Zeit-Theorie
keinen Einflufl,solange Kongruenzen erhalten
bleiben.Trotz der "in Wirklichkeit"
schrumpfenden Lénge eines MaBstabes wiirden wir
sagen,seine L&édnge bleibe konstant,wenn wir ihn
immer wieder mit einer groBen Klasse von anderen
MaBstdben verglichen h&tten und Kongruenz
festgestellt hdtten.Es liegt hier ein typischer
Einwand vor,dessen Sinnlosigkeit man bei

genauver Betrachtung der Situation sofort ein=
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sieht.

Die Bedingung D47-3 wird in manchen Fidllen
nicht erfillt sein,man kann sich durchaus
Raum—-Zeit-Strukturen vorstellen,bei denen alle
Punkte zyklische Dewegungen gegeneinander aus=
filhren.In einem derartigen System gibt es keine
zwel Punkte,die sich immer weiter vonein=
ander entfernen.Wir geben durchaus zu,dall es
andere Mdglichkeiten gibt,eine stattfindende
Bewegung auszudriicken.Unsere Losung hat den
Vorteil,im Hinblick auf die Rekonstruktion der
Zeit=Theorien die einfachste LOsung zu sein.
Eine sicherlich ebenfalls akzeptable Moglich=
keit ware,in VII auf die Zeitrepridsentations=
funktion D ganz zu verzichten und statt D47-3
nur zu fordern,dafB flr zwel Punkte a,b:
d(a,b,t)#d(a,b,t”) fir alle t#te T°.Wir
bleiben bei unserer Formulierung,insbesondere
weil sie ein klérendes Licht auf die Natur
von Uhren wirft,worauf wir noch néher eins=
gehen werden.

Analog zu fritheren Fdllen definieren wir den
Begriff der Erweiterung fur Raum—~Zeit-Strukturen.

D48 Es seien S,3"Raum—Zeit-Strukturen.Dann
HeiBt S’eine Erweiterung von S (in Zeichen:
SES”),wenn gilt
1) °¢ (1°)°

e ,
2) VtEr (StESt)

3) Va,be P(sa’b:sé’b)

Genau wie wir die Modelle der Raum—-Zeit-Theorie
durch Modelle der Geometrie und der Zeit-
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Theorie definierten,kdnnen wir auch die
Constraints der ersten Theorie durch die
Constraints der letzten Theorien ausdriicken.

D49 Es sei Ol eine Menge von Raum=-Zeit-Strukturen.

a) OLEC; gdw vSe€Q V te S({Y/Is"ea (¥=5])}
ist vertrdglich und abge=
schlossen)

b) OLE C, gaw IseaFa,pes({¥/3scn
(Y=S] b)} ist vertriglich,
y
dicht und stetig)

c)OL € Cy gdw VS,5°¢€ AL S e (SCS A
s‘Zs’”)

D49~a besagt intuitiv,daB,wenn t irgendein
Zeitpunkt einer in Ol vorkommenden Strukitur
5 ist,die Menge aller t-Schnitte von
Strukturen S’¢ { den Geometrie-Constraint
erfiillt.Wir betrachten also eine Menge von
Raum—Zeit-Strukturen und machen zu einer be=
stimmten Zeit t eine "Momentaufnahme",Diese
Momentaufnahme liefert fiir jede Struktur eine
Figur.Es wird nun gefordert,dal alle so zu
einem bestimmten Zeitpunkt erhaltenen Figuren
eine Geometrie bilden.Die beiden Quantoren
V'S eAVY+t€ S driicken lediglich aus,daB t
irgendein beliebiger Zeitpunkt einer in X
vorkommenden Struktur ist.

Die analoge Forderung in b) wiirde lauten:
Fir alle Paare [a,b] von Punkten in Strukturen
von (X erfiillt die Menge aller ab-Schnitte von
Strukturen in (X den Zeit-Constraint C4.Diese
Forderung wire unsinnig,denn dann miiBten sich
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alle Punkte gleichférmig voneinander ent=
fernen.In D49-b fordern wir dies jedoch nur
fir mindestens zwei Punkte.Man beachte:

Aus 0(602 folgt nicht,daB die Menge aller
Zeitpunkte von Strukituren in Ol unbeschrinkt
ist.Es kann durchaus Zeitpunkte to und tl
geben,sodaB flir jeden Zeitpunkt t einer
Struktur in X gilt: to-<'t <'tl,wobei die
<“=-Relation in einer geeigneten Struktur
S’vorliegt.

Aus OLE C,NC, folgt auch nicht,das o
vertrdglich ist.Dies wird in D49-c eigens
gefordert.Zusammenfassung der bisherigen
Definitionen liefert.

D50 Der Kern K7 der Raum—Zeit—-Theorie wird
wie folgt definiert
K7:=[M;p,M;,M7,C7],wobei
1) M;p ist die Menge aller partiellen

potentiellen Raum=Zeit—Strukturen
2) M; ist die Menge aller potentiellen
Raum—-Zeit-Strukturen
3) M! ist die Menge aller Raum-Zeit-
Strukturen

4) c7:=cln c.NCe

273

Zur Raum~Zeit-Theorie T7 fehlt nun nur noch
die Menge der intendiertgn Anwendungen IRZ’
Eine intendierte Anwendung mufBl die logische
Form einer partiellen potentiellen Raum—-Zeit-
Struktur haben.Diese Strukturen sind vorzu=

stellen als Folge von Momentaufnahmen sich
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bewegender Partikel.Es ist hier deutlich

ein Schnitt zwischen der intendierten Inter=
pretation unseres Grundbegriffs "Punkt" in
der Geometrie und in Raum=-Zeit-Theorien fest=
zustellen.Hatten wir es in der Geometrie mit
ausdehnungslosen, "ruhenden" geometrischen
Punkten zu tun,so ist die Interpretation nun
eine ganz Andere.Der Begriff des Punktes be=
zeichnet in Raum~Zeit—-Theorien bewegte Gegen=
stédnde,die in idealisierter Form auch als
Partikel und spédter als Massenpunkte be=
zeichnet werden.,Natiirlich gewinnt der Begriff
des Massenpunktes erst in der Mechanik seine
volle Bedeutung,aber die Raum-Zeit—Theorie
soll ja die Grundlage sein,auf der die
Mechanik aufbaut.So miissen wir also bereits
hier den Begriff des Punktes richtig inter=
pretieren.Von der Mechanik her lassen sich
einige Bemerkungen machen,die uns helfen,die
intendierten Anwendungen zu beschreiben.

In einem Physik~Lehrbuch (11) finden wir
auf Seite 1 die folgende Aussage.Unter einem
Partikel oder Massenpunkt "versteht man einen
Korper,dessen AusmaBe man bei der Beschreibung
seiner Bewegung vernachlidssigen kann.Natirlich
hiangt die Moglichkeit einer solchen Vernach=
lédssigung von den konkreten Bedingungen der
Aufgabe ab"., Wie der zweite Satz des Zitats
zeigt,liegt in der "Vernachléssigbarkeit"
eine so grofBe Vagheit,daB man zu einer Ent=
scheidung nur auf Beispiele verwelsen kann.
Tatsdchlich wird auch in (11) direkt nach dem
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Zitat auf das Beispiel des Planetensystems
verwiesen,wodurch die Methode der para=
digmatischen Beschreibung der Anwendungen
aufs Schonste bestdtigt wird.

Wir meinen aber,daB gerade beim Partikel
allgemeinere Aussagen mdglich sind.Zunéchst
einmal ist ein Partikel ein Ding oder
Korper und besitzt eine Ausdehnung.Gerade von
dieser Ausdehnung wird in der Mechanik ab=
strahiert.Dadurch ist aber noch nicht jeder
Korper ein Massenpunkt,also ein Gegenstand
der Mechanik.Vielmehr interessiert sich diese
nur fir feste Korper (im Gegensatz zu
fliissigen oder gasformigen Gebilden) und auch
nur flr solche,die sich bewegen oder zumindest
sich unter anderen Umstédnden bewegen kdnnten.
Letztere Moglichkeit birgt die Gefahr allzu
groBer Unklarheit,weshalb wir sie (vielleicht
etwas willkiirlich) ausschlieBen.Man kann jedoch
sagen,dall solche Systeme,in denen sich gar
nichts bewegt,kein genuiner Gegenstand der
Partikelmechanik sind.Sie tauchen hochstens
als Grenzfédlle in theoretischen Betrachtungen
auf.Wir erhalten insgesamt die Charakterisierung
von Partikeln als feste Korper,die sich gegen=
einander bewegen.Eine weitere Einschrinkung
liegt nahe: Die Einschrédnkung auf solche Korper,
die sich nicht beriihren.Dies wiirde aber nicht
die Physik widerspiegeln,wo Reibungsphénomene
in der Partikelmechanik abgehandelt werden.
Damit haben wir eine intendierte Interpretation
von "Punkt" in der vor-theoretischen Sprache
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angegeben.Zum Zweck der leichteren Handhabung
der Theorie abstrahiert man von der Aus=
dehnung.Die so entstehenden Abstrakta sind
die Gegensténde,mit denen sich die Theorie
beschéaftigt.

Die weiteren Grundbegriffe: Geraden,Ebenen
und Zeitpunkte werden in der bisherigen
Intention weiter vorgestellt,natlirlich mit
der Einschrénkung,die die Uminterpretation der
Punkte bewirkt.

Auch die nicht—theoretischen Relationen
behalten ihre bisherige Bedeutung.Wir kdénnten
nun versuchen,Beispiele filir Raum-Zeit-Strukturen
anzugeben.Aber die Raum—Zeit-Theorie erhebt
einen so universellen Gultigkeitsanspruch,daB
alle Bereiche der Wirklichkeit,in denen sich
g0 etwas wie Partikel und deren Bewegung fest=
stellen lassen,intendierte Anwendungen der
Theorie sind.Natiirlich ist diese Bestimmung
etwas vage,aber durch Angabe einiger Beispiele
wird sie nicht viel klarer.Zundchst sind alle
intendierten Anwendungen der Partikelmechanik
auch solche der Raum—Zeit-Theorie.Dariiberhinaus
aber auch solche Phinomene wie z.B., ein
Riesenrad (Mechanik der starren Korper) oder
ein bremsendes Auto (Reibungskridfte).

Nach diesen Bemerkungen iiber IRZ stellen wir
fest.

D51 Die Raum—Zeit-Theorie T7 wird definiert

durch T7:=EK7,IRZ3

Wir nennen die Theorie T7 auch diskrete Raum-—

Zeit-Theorie,um hervorzuheben,daB wir es mit
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endlich vielen,diskreten Objekten in einer
Anwendung zu tun haben.Bevor wir den Schritt
von T7 zur Partikelkinematik angehen,ist es
notig,einige Zusdtze zu T7 zu besprechen,die
alle wichtig sind und zum Teil auch spéter
gebraucht werden.

Unser erstes Problem im Zusammenhang mit
T7 lautet: Wie kann man erreichen,daB der
Raum seine Stiruktur im Laufe der Zeit nicht
dndert? Man kdénnte zundchst naiv fragen,
wodurch garantiert sei,daB die Abstandsfunktion
da(+,*,t) zu verschiedenen Zeiten "dieselbe"
sei.Man widre versucht zu fordern,daB d(<,:,t)
und a(*, ,t") die gleiche mathematische
Form haben.Diese Forderung ist aber unsinnig.
Wenn sich die Partikel bewegen,so wird eben
gerade der Abstand zu zwel verschiedenen Zeit=
punkten verschieden sein.Da die Partikel=
mengen keine geeignete mathematische Struktur
besitzen,konnen die verschiedenen Abstands=
funktionen d(<,*,t) und d(*,*,t") keine ge=
meinsame analytische Form haben.Es konnte also
sein,daB d(a,b,t)=2 und d(a,b,t+e)=1000,was
fir kleines e bedeuten wirde,da die Punkte
a und b "auseinander gesprungen" sind.Eine
solche MiBinterpretation des Formalismus ist
immer méglich und kann nur durch Bezug auf
operationalé MeBmethoden verhindert werden.
Aber selbst wenn wir derartige Interpretationen
ausschalten,bei denen der "Raum" sich gummi=
artig verformt,ausdehnt oder sich zusammen=
zieht,bleibt noch eine Unbestimmtheit,die in



der Wahl der MaBeinheit liegt.Bei einer
Geometrie ist die Metrik ja nur bis auf
einen konstanten reellen Faktor eindeutig
bestimmt.Dieser Faktor kanmn willklrlich ge=
wdhlt werden.Die Forderung,dall er zu ver=
schiedenen Zeiten derselbe ist,l&B8t sich
formal ausdriicken.Intuitiv fordert man,

daB in einer Raum~Zeit-Struktur zwei Punkte
existieren,die zu allen Zeitpunkten in der
Struktur den gleichen Abstand haben (D52-a).
Wird die Aussage,daB die Abstdnde gleich sind,
mit der iblichen Methode unter Benutzung der
Kongruenzrelation uberpriift,so miissen die
MaBstdabe zu allen Zeitpunkten gleich lang
sein.Wir sagen dann,dal die Metrik in der
Struktur starr sei.Dieser Begriff 188t sich
auch auf Mengen von Raum-Zeit-Strukturen aus=
dehnen (D52-Db).Eine noch iiberzeugendére
Formulierung der Forderung nach einer starren
Metrik bietet sich an bei Benutzung der
Kongruenzrelation.Wahrend in D52-a nur Bezug
auf zwei Punkte genommen wird,werden in D52-c
alle Punktepaare [a“,b’],die dem gegebenen
Paar [a,b] kongruent sind,zur Uberprifung
herangezogen.Das heifit,nicht nur die Lange
eines MaBstabes bleibt zeitlich konstant,
sondern auch die Ldnge aller anderen dazu
kongruenten WMaBstidbe.Der Ubergang von D52-g
zu D52-c stellt einen interessanten Fall
einer formal ausdrickbaren Einfachheitsiiber=
legung dar.Man ndchte diejenigen Gegenstande
als MaBstdbe benutzen,die zu einer moglichst
groBen Klasse von Gegenstédnden "starr" sind.
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In D52-a wird nur gefordert,daB ein MaB=
stab starr bleibt,in D52-c dagegen wird eine
ganze Klasse von MaBst&ben benutzt,die
dguivalent beziiglich ihrer Starrheit sind.,

D52 Es sei X eine Menge von Raum—Zeit-Strukturen
und S& X.
a) S5 hat eine starre, Metrik gdw

JFa,be S(afbaVt,t’€S(d(a,b,t)=d(a,b,t’))

b) X hat eine starre; Metrik gdw

Is€XFa,be S (afbaVSe XVt,t€ S
(a,be S > d(ayb’t)=d(a’b!t')))

¢c) S hat eine starre, Metrik gdw

da,be S(a¥ba ¥V t,t€SV ajbes
(Kt(a,b/a;b') o Kt,(a,b/a;b')))

d) X hat eine starre, Metrik gdw

As’cxFa,be S’ (afb A VS XV t,55a50%€ S
(a,b€5 = (K (a,b/ajb’) © K., (a,b/a707))))

e) Die Raum—Zeit-Theorie T7 hat eine
starre Metrik gdw
v@(€C7(X hat eine starre, Metrik)

In D52-a wird gefordert,dal ein Punktepaar
(also ein MaBstab) zu allen Zeiten in S den
gleichen Abstand (also die gleiche Lénge) hat.
D52=b verlangt,daB es in irgend einer Strukitur
S’ von X zwei Punkte a,b gibt,die zu jeder
Zeit und in jeder Struktur S,in der a und b
vorkommen,den gleichen Abstand haben.DaBl nur
solche S betrachtet werden,in denen a und b
vorkommen,liegt daran,daB a und b nicht in



allen Strukturen von X liegen missen,Man
méchte vermuten,daB es in X Strukturen mit
Zeitpunkten t gibt,welche in keiner Struktur
von X,die a und b enthidlt,vorkommen.Zu einem
solchen Zeitpunkt t konnte dann die Metrik
"wild" sein,denn wir konnen sie mit a und b
nicht Uberprifen.Dieser Einwand ist richtig,
wird jedoch durch D52-e ausgerdumt.Dort wird
der Begriff der starren Metrik nur auf
Constraint-Mengen Xe& C'7 angewandt.Da eine
solche Menge X auch C, erfiillt (siehe D48-b),
gibt es zu jedem Punktepaar [a,b] und zu jedem
Zeitpunkt t eine Struktur S,sodaB t im ab-Schnitt
von S liegt.Das heiBt: Jedes Punktepaar kommt
zu jedem Zeitpunkt in irgeneiner Struktur vor,
D52-b in Konjunktion mit D48-b gewsdhrleistet
also,dall der Abstandsvergleich zu allen Zeit=
punkten stattfindet.

Nach D52~c gibt es Punkte a,b,die zu jeder
Zeit in S mit jedem Paar [ajb’] kongruent sind,
mit dem sie es zu einer anderen Zeit waren.
D52-d4 Ubertrdgt diese Forderung auf X.Auch
hier werden,wie in D52-b,nur solche Strukturen
S betrachtet,in denen a und b vorkommen.Der
obige Einwand wird auch hier auf die gleiche
Weise ausgerdumt.

Durch Hinzunahme der Forderung einer starren
Metrik zum Constraint erhalten wir eine ver=
stdrkte Raum—Zeit—Theorie (D52-e).Wir wihlen
dazu die Formulierung von D52-d,weil diese
intuitiv am Stdrksten erscheint.Logisch ge=
sehen sind D52-b und D52-d nicht vergleichbar.
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Der néchste Zusatz zu T7 betrifft die Zeit=
messung.Wir haben in D47-3 gefordert,daB es
zwel Punkte gibt,die sich voneinander weg be=
wegen,Damit ist gewidhrleistet,daB tatsdchlich
irgendeine Bewegung stattfindet.Es wird aber
schwerfallen,durch derartige Bewegungen eine
ZeitmeBmethode zu definieren.Ublicherweise
wdhlt man zur Zeitmessung periodische Be=
wegungen, jede Uhr ist hierfir ein Beispiel.
Ohne auf die Probleme eingehen zu wollen,die
mit dem Begriff der Periodizitédt verbunden
sind,sei kurz beschrieben,wie man eine
periodische Bewegung als Raum~Zeit-Strukiur
einer bestimmten Art charakterisieren kann.
Wir brauchen hierzu den folgenden Satz.

T16 Es sei S=[P,G,E, ¢ ,2,K,T%, < ,d] eine
Raum-Zeit-Struktur.
a) F1teTvwteT(t7°#t » t'< t)
b) Vte T8 (avte T (t #t » t'<t) » 31t
T8 (t<t°’A 3%, € Te(t-<tl-< 7))
c) Ftte Tt e (7 #t » t<1t")

Beweis: Es werden geldufige mathematische
SchluBweisen verwandt. a) beweist man durch
Induktion nach der Anzahl n der Elemente von
T°. Fir n=1 ist die Behauptung richtig.Hat
€ n+l Elemente,so nimmt man ein t von 7€
weg.Nach Induktionsvoraussetzung findet man
in der n—elementigen Menge Te\{t}ein Element
t“mit der gewiinschten Eigenschaft.Ist t°< %,
so erfillt t die Behauptung,andernfalls ist
t’das gesuchte Element.ver Beweis von b) vers
lduft wie folgt.Es sei te& 7€ gegeben.Nach
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Voraussetzung gibt es ein t%€ 7%,sodaB t< t°
Den Rest der Behauptung beweist man durch
Induktion nach der Zahl n der Elemente
"zwischen™ t und t”,d.h. der Elemente t2 mit
t<t,< t? Fir n=0 ist nichts zu zeigen.Liegen
n+l Elemente zwischen t und tj;so betrachten
wir ein beliebiges Element tl unter diesen.
Hat tl die gewiinschte Eigenschaft,so sind wir
fertig.Andernfalls gibt es unter den n vers=s
bleibenden Elementen nach Induktionsvoraussetzung
eines,tB,welches die Behauptung fir n erflillt.
Man prift nun,ob t1<:t3,in welchem Fall tl das
gesuchte Element ist,oder t34\tl,in welchem
Fall die Behauptung mit t3 erfiillt ist. c) be=
weist man wie a).

D53 Es sei s=(P,G,E, < ,%,K,T°,<,d] eine

Raum~Zeit-=Struktur.

a) Das nach Tl6-a eindeutig bestimmte +
mit V€ T®(t #t > t'<t) bezeichnen wir
mit max(T)

Analog das t von Tl6-c mit min(T%)

b) Es sei te T%,t#¥max(T%).Das nach T16-b
eindeutig bestimmte t°“bezeichnen wir
mit N(t)

c) Gilt fiur te T%: N(t)=max(T®),so be=
zeichnen wir t mit max(7%)-1

d) S heiBt eine Uhr,wenn gilt
Fa,blagbaa,beP A Vt€ Te\{max(’l‘e)}

( a(a,b,t)+1=d(a,b,N(t))) A ¥V t°€ T\
{max (1°%) ,max (1%)~1} (da(a,b,t)=d(a,b,N(N(t)))))

Nach D53-d ist eine Uhr nichts anderes als
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eine Raum—~Zeit-Struktur mit zwei Punkten a,b,
die sich in folgender Weise bewegen.Zu einem
Zeitpunkt t,zu dem es in T® noch einen
spateren Zeitpunkt N(t) gibt,betrdgt der Ab=
stand zwischen a und b: d(a,b,t).Zum ndchst=
folgenden Zeitpunkt N(t) hat sich der Abstand
um eine Einheit vergréBert,also d(a,b,N(t))=
d(a,b,t)+l.Wenn N(t) nicht der letzte Zeit=
punkt in T® ist,also wenn N(N(t)) existiert,
s0 so0ll der Abstand zu diesen Zeitpunkt
wieder so groB sein wie zur Zeit t,also
d(a,b,N(N(t)))=d(a,b,t).Die Partikel a und b
fithren also stdndig eine drei aufeinander
folgende Zeitpunkte umfassende periodische
Bewegung durch.

Als anschauliches Modell fir D53-d kann
eine Pendeluhr dienen.Als Punkt a markieren
wir die hochste Stelle,an der sich das Pendel
beim Ausschlagen nach links befindet.Als Punkt
b wdhlen wir das Pendel selbst.Wir beginnen die
Beobachtung zur Zeit t,in der sich das Pendel
im Punkt a befindet,also d(a,b,t)=0.Als
ndchsten Zeitpunkt N(t) widhlen wir den Zeit=
punkt,in dem das Pendel nach rechts aus=
schlagend auf dem hdochsten Punkt ist.Wir
setzen d(a,b,N(t))=1.A1s nHdchsten Zeitpunkt
N(N(t)) wdhlen wir denjenigen Zeitpunkt,an dem
das Pendel wieder die maximale Auslenkung nach
links hat.Bs gilt dann d(a,b,N(N(t)))=0=d4(a,b,t).
Dieser Zyklus wiederholt sich stédndig und liefert
ein Modell von D53-4.

Es ist eine empirische Tatsache,daB,eine
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wohlverstandene LingenmeBmethode vorausge=
setzt,Modelle von Uhren existieren.Es gibt
sogar ziemlich viel verschiedene Uhren.Die
folgende Forderung schrédnkt also die Raum-Zeit-
Theorie in einem durchaus verniinftigen Ausmaf
ein.

D54 Die Theorie T7 hat eine Standarduhr,wenn
es unter den Modellen von T7 eine Uhr gibt

Die dritte Ergidnzung von T7 ist die Einfiihrung
von Koordinaten.Kennt man bei einer Menge von
Partikeln alle Absténde,so kann man mit Hilfe
geometrischer S&dtze den Abstand eines Punktes
X zu einem anderen Punkt y berechnen,indem man
nur die Abstédnde von x und y zu vier nicht-
co-planaren Punkten B1yeesBy benutzt.Alle
Informationen iiber Abstédnde lassen sich also
zuriickfihren auf Informationen iliber Abstinde
zu vier fest gewdhlten Partikeln.Eine be=
stimmte Konfiguration,die durch Absténde von
Partikeln gegeben ist,kann man daher gleich=
wertig beschreiben,indem man nur einen Teil
der bekannten Abstdnde benutzt.Je mehr Partikel
ein System enthidlt,desto deutlicher wird die
Differenz zwischen der Zahl aller Abstidnde und
der Zahl der Absténde jedes Punktes zu den
vier ausgezeichneten Punkten.

Der {ibergang von einer Beschreibung durch
Angabe der gesamten Metrik zu einer Be=
schreibung durch Angabe einer Teilmenge von
Werten der Metrik bezliglich ausgezeichneter
Punkte stellt somit eine Vereinfachung dar.
Die vier ausgezeichneten Punkte nennen wir
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ein Koordinatensystem,denn mit ihrer Hilfe
148t sich ein Koordinatensystem definieren.
Als technisch einfachste Form eines Koordinaten=
systems erwies sich das rechtwinklige,
kartesische Koordinatensystem.Zur Beschreibung
der Konfiguration gibt man in einem
kartesischen Koordinatensystem die Abstédnde
derjenigen Punkte bi zum Koordinatenursprung
an,welche Schnittpunkte der Lote von Punkten

x auf die Koordinatenachsen oy sind (siehe

die zweidimensionale Figur 5).Die Punkte by
sind filir verschiedene Konfigurationen ver=
schieden.Bei dieser Darstellung genligt es also
nicht,wie oben gesagt,den Abstand der Punkte x
zu vier fixierten Punkten anzugeben.Vielmehr
muB3 man zu jedem Punkt x die folgende Kon=
struktion durchfiihren.

oy T
o) B X
Figur 5 :
a Py
a 4 ap &, 1

Man f&llt von x die Lote 1B, auf die

Koordinatenachsen o;.Der Abstand d(al’bi)’
(i=1,2,3) 1&dB8t sich dann unter der Vorauss=
setzung,dal d(al,x) und d(a, -,x) gegeben

i+l
sind und d(al,ai+l)=l ist,wie folgt berechnen.

2 2_
Aus d(x,bi) +d(a.+l,bi) =d(a.

5 l+1,x)2 isoliert
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man d(x,bi) und setzt in (d(a ,bi)+1)2+

i+l
d(x,bi)2=d(a1,x)2 ein.Hieraus erhidlt man
d(ai+1’bi) und damit das Gewiinschte.Wenn wir
also als ausgezeichnete Punkte den Koordinaten=
ursprung a, und die Spitzen der Einheits=
vektoren der Lange 1 entlang der Koordinaten=
achsen wdhlen,so lassen sich aus der oben
erwdhnten Menge der Abstdnde aller Punkte zu
diesen vorgegebenen Punkten auch die
kartesischen Koordinaten berechnen.

Umgekehrt lassen sich auch aus den kartesischen
Koordinaten alle Abstdnde mit Hilfe der bekannten

3
Formel d(x,y)=(Z% ld(x,bi)—d(y,ci)l 2) berechnen,

wobei bi und cy die jeweiligen FuBpunkte der
Lote sind.Insgesamt halten wir fest: Die
Methoden der Beschreibung durch Angabe der
vollen Metrik,durch Angabe der Abstdnde zu
vier nicht-co—-planaren Punkten oder durch An=
gabe der kartesischen Koordinaten sind &dquivalent.

Das Koordinatensystem in Figur 5 ist durch
Angabe der Punkte 8yyessy eindeutig bestimmt,
denn durch diese Punkte sind die Koordinaten=
achsen eindeutig festgelegt.Wir wollen nun
genau aufschreiben,wann Punkte 8pyeeyly in
einer Raum=Zeit-Struktur ein Koordinatensystem
konstituieren konnen.

D55 Es sei S eine Raum=Zeit-~Struktur und
al,..,a4€ P.

a) {al,..,a4} heiBt ein Koordinatensystem

fir S,wenn gilt
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1) Vte:Te('lcoplt(al,..,a4) in St)
2) Vx,ye{al,..,a4} Vi,t%€ T°( d(x,y,t)=

d(xyy,t’))
3) Vi,jed2,3,43Vie T8 (ifj » d(ai,aj,t)2=

d(al9airt)2+d(alrajrt)2)
4) Viveer®(1 <ig 4~ d(ay,a;,t)=1)

b) S heiBt Raum—Zeit-Struktur mit Koordinaten=

system,wenn es al,..,a4e'P gibt,sodal
{al,..,a4}ein Koordinatensystem fir S ist

c¢) Die Theorie T7 hat ein Koordinatensystem ,

wenn es unter den Modellen von T7 eine
Raum=-Zeit-Struktur mit Koordinatensystem
gibt
In D55 wird Folgendes gefordert.Nach al) diirfen
die Punkte Byyeesdy im t-Schnitt St von S nicht
in einer Ebene liegen.Nach a2) miissen sie zu
allen Zeitpunkten den gleichen Abstand haben.
Sie sind also relativ unbewegt zueinander.
Nach a3) miissen je drei Punkte aus der lienge
{al,..,a4} den Satz des Pythagoras erfiillen,
wobeil der rechte Winkel beim Koordinatenur=

sprung a, liegt.Da der Satz des Pythagoras

genau dain gilt,wenn ein Dreieck rechtwinklig
ist,kOnnen wir ihn zur Charakterisierung von
rechten Winkeln benutzen.Dies ist auch genau
der Zweck von a3).Zs soll erreicht werden,daB
die durch a; und ag (i=2,3,4) bestimmten

Koordinatenachsen sich alle im rechten Winkel

schneiden. a4) schlieBlich legt fest,daB die
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Punkte a (i=2,3,4) eine Langeneinheit von
aq entfernt sind.D55-b und ¢ bediirfen keiner
Erlduterung.

Wenn wir uns in einem Modell der vollen
Geometrie befinden und vier Punkte mit den
gegebenen Eigenschaften haben,so bilden die
durch a; und a; (i=2,3,4) gehenden Geraden
ein rechtwinkliges,kartesisches Koordinaten=
system.In diesem Fall folgt Bestimmung al)
aus a3) und a4).Dasselbe gilt fiir den Fall,
dasB IRZGZA(K7),denn dann bildet ja die Menge
aller t-Schnitte zu jedem Zeitpunkt t eine
Geometrie.Da wir die Richtigkeit der empirischen
Behauptung jedoch nicht voraussetzen wollen,
miissen wir in unseren (endlichen) Raum=Zeit-
Strukturen auch al) fordern.

Es geniligt,daB,wie in D55-c gefordert,ein
Modell der Theorie eine Raum-Zeit-Struktur
mit Xoordinatensystem ist.Jedes andere Modell
S kann man dann wie folgt zu einem Modell
mit Koordinatensystem machen,fall T7 richtig
ist.Man nimmt dazu einfach die nach D49-c
existierende Erweiterung,die sowohl das ge=
gebene Modell,als auch das existierende Modell
mit Koordinatensystem enth&lt.Natiirlich ist
diese Erweiterung dann eine Raum-Zeit-—
Struktur mit Koordinatensystem und in ihr kann
man das urspriingliche Modell in Koordinaten
beschreiben.

Wir fassen die drei zuletzt besprochenen
Verstarkungen von T7 zusammen. ‘
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D56 Wenn die Raum-Zeit-Theorie I, folgende
Bedingungen erfiillt
1) T7 hat eine starre Metrik
2) T7 hat eine Standarduhr
3) T.7 hat ein Koordinatensystem,
SO nennen wir T7 praktikabel

Die praktikable Raum=~Zeit-Theorie T7 vereinigt
alle bisher besprochenen Theorien.Sie ist die
am Reichsten strukturierte Theorie mit endlichen
Modellen,die hier behandelt wird.Die folgenden
Theorien haben ausnahmslos nur unendliche
Modelle,.Rlickblickend konnen wir sagen,daB sich
das Prinzip,die Modelle endlich zu halten,
erstaunlich weit und nur mit einem unwesent=
lichen Mehr an Kompliziertheit durchhalten 1&B3t.
Wir mochten betonen,daB sich auch hohere
physikalische Theorien nach diesem Prinzip
rekonstruieren lassen.Wenn wir uns jetzt
Theorien mit kontinuierlichen Modellen zuwenden,
dann deshalb,weil es unser Ziel ist,die
Partikelkinematik in der Form,in der sie bereits
rekonstruiert vorliegt,zu erreichen,

Ein erster Schritt in Richtung auf dieses
Ziel besteht darin,T7 umzuformen in eine
gdquivalente Theorie,in der jedoch unendlich
viele Zeitpunkte in einem Modell zugelassen
sind.Angesichts des stetigen Bewegungsablaufs
von Naturvorgidngen ist man bei der Zeit noch
am ehesten bereit,die Existenz unendlich vieler
Zeitpunkte als gegeben zu akzeptieren,Wir
definieren zunidchst einen Hilfsbegriff.
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D57 [T,<,D] ist eine kontinuierliche Zeit=
ordnung gdw
1) Te ot
2) < ist eine lineare Ordnung auf T
3) VE,t€T 3t e T(t<t"»t<t""<1t")

4) V1,,T,ST(TN T,=pA TWI=T A Vt,,t
(tle T At, €T, t1< t2) »3t6T

Vi€ T MEdve, € TNl < £ <5,)

2

5) D:T - R
6) Vt,t’eT(t<te D(%) < D(t"))

Eine kontinuierliche Zeitordnung ist das
Lguivalent zur Zeit-Theorie T,-Alle dort
wirksamen Bestimmungen sind in D57 zusammen=
gefaBt.In Analogie zur Raum—Zeit-Theorie T7
definieren wir nun die kontinuierliche Raum-
Zeit-Theorie T8 wie folgt.

D58 Die kontinuierliche Raum—Zeit—Theorie TS
wird wie folgt definiert
T8:=EK8,IRZ] mit

gdw x=[P,G,E, €,7,K,T, <J und

1) Kg=[M
8
pp
2.1) P,G,E€ W sind endlich und disjunkt
2.2) T€E e

2.3) €S TxPX(GUVE)

2.4) ze T xP3?

"2,5) KST xP*

2.6) <& TxXT

2) xeM

3) x Mg gdw x=Ly,d43 und
3.l)yeM8

pp
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3.2) A:tPxPxT >R
4) xeM8 gdw

8
p

4.2) Vte:T(xt ist eine Figur)
4.3) Va,beP(LT,<,d(a,b, )] ist eine
kontinuierliche Zeitordnung)

8.
5) C°:=C; N Cy

6) Iéz ist gem&dB den Ausfilhrungen im AnschluB
an D50 festgelegt,nur daB dabei iiberall
unendlich viele Zeitpunkte zugelassen

4,1) xe M

werden

Der einzige Unterschied zu T7 ist,daBl dort die
Forderungen der Dichte und Stetigkeit der
Zeitordnung in die Constraints gelegt war,
widhrend sie hier in D50-4.3 zu finden sind.
Offenbar sind T7 und T8 in einem leicht zu
prézisierenden Sinn dquivalent.
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IX PARTIKELKINEMATIK

In diesem letzten Abschnitt gelangen wir wie
vorgesehen zur Partikelkinematik.Es war unser
Ziel,diesen Begriff so,wie er sich in der
Literatur findet,vorzugeben und auf Begriffe
tieferliegender Theorien zuriickzufithren.

Eine Partikelkinematik ist nach (13) wie
folgt definiert.,

D59 Eine Partikelkinematik ist ein Tripel
[P,T,s] mit folgenden Eigenschaften
1) Pe e ist endlich
2) Int(T)
3) s:PxT > R®
4) se %2

Es handelt sich also um eine Menge P von
Partikeln,zusammen mit einer Funktion,die
jedem Partikel zu jedem Zeitpunkt t €T

einen Vektor des dreidimensionalen reellen
Zahlenraums zuordnet.Die Komponenten dieses
Vektors sind die Koordinaten des Punktes.Die
Funktion s heiBt Ortsfunktion.

Es fragt sich,was an diesem Begriff denn
uberhaupt auf tieferliegende Theorien zuriick=
fihrbar ist.In D59 wird ja fast nur Uber
mathematische Begriffe geredet.Aber sicher
s01l doch der Begriff der Partikelkinematik
im Rahmen der empirischen Wissenschaft "Physik"
verwandt werden,er soll sogar ein Grundbegriff
sein.Entweder beschidftigen sich die Physiker



also mit mathematischen Objekten oder die
Partikelkinematik hat eine noch ungeklédrte
nicht-mathematische Bedeutung.Natlirlich ist
Letzteres der Fall und aus unserem Kommentar
zu D59 1dBt sich schon sehen,wie die
mathematischen Objekte mit der Realitédt zu=
sammenzubringen sind.Die reellen Zahlen
t€T stehen fir Zeitpunkte,die reellen Vektoren
von R® stehen fiir "Orte von Dingen" .Ersetzt
man "stehen fur" durch "reprédsentieren",so
wird die letzte Aussage nur auf den ersten
Blick weniger vage.Genau in welcher Weise
reprasentieren reelle Zahlen Zeitpunkte?Die
Antwort hierauf ist im Detail durch alle
unsere Definitionen gegeben,im Groben lautet
sie etwa: Die reellen Zahlen gzusammen mit
geeigneten Relationen spiegeln in einem
priazisierbaren (und in der Tat von uns
priazisierten) Sinn die logische Struktur von
Zeitpunkten und relevanten Relationen zwischen
diesen wider.

Unsere Erwartungen beziiglich des Vers=
hdltnisses zwischen Partikelkinematik und
der tieferliegenden Theorie,auf der sie auf=
baut,seien vorab gekladrt.Wenn wir mit M ein
Modell dieser vorausgesetzten zugrundeliegenden
Theorie bezeichnen,so lassen sich die beiden
folgenden Bedingungen als Adédquatheitskriterien
ansehen.
1) In M gibt es Partikel P e P und Zeitpunkte

fe T,die ontologisch keine reellen Zahlen

sind.
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2) BEs gibt eine injektive Abbildung
J:PXT - R*
sodaB

2.1) J4 die Zeitpunkte repriadsentiert

2.2) [Jl’J2’J3] die Orte repridsentiert

Dies ist eine minimale Forderung,die besagt,
daB man das reale Modell in der mathematischen
Struktur R* beschreiben kann.

Wir geben nun zwei verschiedene Mdglich=
keiten an,wie man aus Raum~Zeit-Theorien zu
einer Partikelkinematik kommen kann.Die erste
Moglichkeit ist die der Definition einer Orts=
funktion unter Voraussetzung der Giltigkeit
der empirischen Behauptung einer Raum-Zeit-
Theorie.Hierbei wird die gesamte Raum-Zeit-
Theorie mit Constraints verwandt,um eine
einzige Partikelkinematik zu definieren.
Die zweite Moglichkeit ist die der Einfilhrung
der Ortsfunktion als theoretischer GridBe.
Hierbei wird,ausgehend von einer Raum—Zeit-
Struktur S,eine Partikelkinematik als
theoretische Erginzung von S gewonnen,Auf
diese Weise kommt man von der Raum—Zeit-Theorie
zu einer Theorie der Partikelkinematik im
Sinre von D6.

Wir wenden uns der ersten Moglichkeit zu.

D60 Es sei X &€ M(T,),5=[P,G,E, ¢ ,7,K, 1%, <,4]
€ X und {al,..a4} ein Koordinatensystem

fir S.
a) Tyi={t/35%€X(t € (I°) A min(1%) € (7°)"A

max (T%) € (T®)’ A min(T®) <"t <'max(‘1‘e))}



b) Pyi= U {p/Is%€x(pr (57)=P)]

c) Fir a,b,te S€X sei cr.'t(a,b) die nach
D13 eindeutig bestimmte Gerade o von S%
mit a,b <t°'

d) Sei t€1Ty,ie{4,2,3} und ae P.
si(a,t):= IxA(x) ,wobei A(x) die folgende
Formel ist: A(x)= 3d8%€X JIveP’ (a,al,a:.L
€ P% A b'(%a;(al,ai)/\d'(a,al,t)2=
a’(a,v",)%4a (a,b",8)2A 4" (" ,a ), t)=x)
e) Fir t,t'éTX gelte ¢ <Xt' gadw
FS€X(t,t°€(T®) A t <"t")

f) Pir t€ T, und a,b€&Py sei dx(a.,b,-):fl‘X - R

X
definiert durch
dx(a,b,t)=x e 3Is5’€X(a,b,t€5Ad"(a,b,t)=x)

TX ist die Menge aller Zeitpunkte,die in den
Strukturen von X vorkommen und zwischen
min(T®) und max(T®) liegen.Genauso ist Py die
Menge aller Punkte,die in Strukturen von X
liegen.Die Bedeutung von D60-d wird im Beweis
von T19 klar.Intuitiv ist das gekennzeichnete
x in A(x) der Abstand zwischen dem Koordinaten=
ursprung und dem von a aus gefédllten Lot

auf die i-te Koordinatenachse.Die Relationen
< und 4 von S werden durch D60-e und f) auf
TX und PX fortgesetzt.

Diese Definition stellt das Analogon zur
Definition von Fy dar.Die Elemente einer
Menge von Raum—Zeit-Strukturen,die den
Constraint C7 erfillen,werden in geschickter
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Weise so vereinigt,daB die Vereinigung die
vorher durch die Constraints ausgedriickten
Forderungen erfiilllt.Wir erhalten:

T17 Sind a3jb” die nach D49-b existierenden
Partikel in PX,so gilt

ETX"<X’dX(a;b;')3 ist eine kontinuierliche
Zeitordnung

Beweis: Der Beweis verlduft analog zum Be=
weis von T6 und ist ziemlich kompliziert.
Wegen D49-c ist dx(a;b;-) wohldefiniert.DaB
<X eine lineare,dichte und stetige Ordnung
ist,beweist man unter Benutzung der Definitionen
D49-b,c und D47-3.Auch die Bedingung D57-6
148t sich durch Auffinden geeigneter Er=
weiterungen beweisen,Da der Beweis lang und
fir wissenschaftstheoretische Fragen uninter=
essant ist,und da weiterhin die Beweismethode
in Té vorgefiihrt wurde,verzichten wir auf eine
genaue Ausfiihrung.

T18 Sind ajb’ die nach D49-b existierenden
Partikel,so gilt mit den Bezeichnungen von
D60
a) Int({d,(ajbit)/te Ty})

b) dy(ajb; )Ty ~ {ay(aivit) /t e 1) ist
bijektiv

Beweis: a) Man setzt y:=dX(a;b;min(Te)) und

z:=dX(a§b;max(Te)) und zeigt,daB das offene

Intervall Jy,zl gleich der gegebenen Menge ist.
Dieser Beweis ist aus der Mathematik bekannt
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und besagt,dal die topologischen Eigen=
schaften der reellen Zahlen durch lineare
Ordnung,Dichte und Stetigkeit vollstidndig
ausdriickbar sind.Wir verzichten auch hier auf
eine genaue Ausfilhrung des lénglichen Beweises.
b) folgt aus a) und T15.

Nach T18 werden die in Strukturen von X vor=
kommenden Zeitpunkte ein—eindeutig auf ein
Intervall der reellen Zahlen abgebildet.Dieses
Intervall wird als Definitionsbereich der
Ortsfunktion dienen.

D61 Sind X,S, &y,..,8; und ajb’wie in D60 und
D49-b gegeben,so setzen wir fest:
a) T:={d,(a’bit)/te€ TX}
b) dz (ajb’):T » Ty sei die nach T18-b
existierende Umkehrfunktion von dX@;b;')

Der folgende Satz zeigt die Zuldssigkeit von
D60-4.

719 F'xe R (A(x)) ,wobei A(x) die in D60-d
benutzte Formel ist

Beweis: Wir benutzen T6.Nach D49-a und T6
bildet fir te TX die durch die Menge Ol aller
t=Schnitte von Strukturen aus X gegebene
Struktur fy eine Geometrie.In fy gibt es nach
Satzen der Geometrie ein eindeutig bestimmtes
x mit der Eigenschaft A(x).A(x) besagt nimlich
folgendes (siehe Figur 6).

Figur 6

— : 3 1i-te Achse
F A
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i
stimmten Koordinatenachse,sodaBl filir das

BEs gibt ein b° auf der durch a; und a; be=

Dreieck alb'a der Satz des Pythagoras gilt,
d.h. die Gerade «(a,b”) steht senkrecht auf
a(al,b').b'ist sogar eindeutig bestimmt und
damit auch der Abstand x zwischen a; und be
Wir suchen nun eine geeignete Struktur S’€X,
die x und alle sonst bendtigten Punkte und
Zeitpunkte enth#lt.S5”ist dann die in A(x)
bendtigte Raum—-Zeit-Struktur.

Nach diesen Vorarbeiten kénnen wir nun
unter den bisherigen Voraussetzungen eine
Ortsfunktion definieren,

D62 Sind X,S, Byse.0s8, und ayb’wie in D61
gegeben,so definieren wir

s(a,t):=C s, (a,az (asb’) (+)),5,(a,dx (asn") (),
sy(2,ax (a505) (£)))] fiir a€ P, te T

Da die S3 keine Zahlen,sondern Zeitpunkte als
Argumente haben,milissen wir hier die Funktion
d}l(a;b’) benutzen,die die reellen Zahlen aus

T ein-eindeutig auf die Zeitpunkte von TX ab=
bildet.

Wir haben so,unter der Voraussetzung,dal
X € ﬂﬂ(T7),zu einer gegebenen Raum-Zeit-Struktur
S mit Koordinatensystem eine Ortsfunktion
definiert.Diese Definition macht wesentlich
davon Gebrauch,daB der Constraint C7 erfiillt
ist.Wenn die empirische Behauptung von T
richtig ist,also wenn IRZGAA(K7),SO gibt es
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XéfM(T7) mit ;(X)=IRZ.Die hier angegebene

Definition der Ortsfunktion funktioniert
also,wenn die Raum—-Zeit-~Theorie T7 richtig
ist.Formal kénnen wir D60,D61 und T18,T19
zusammenfassen in

T20 Ist X€ M(T,,),Se x,{al,..,a4} ein
Koordinatensystem fir S und ist s gem&B
D62 definiert,so gilt
s:PxT -»R?

Wir bemerken,dall s zwar eine Funktion der ge=
wiinschten Art ist,aber nach den bisherigen
Ausfiihrungen nicht s € €2 gelten muB.Es
scheint uns auch nicht sinnvoll,in der Raum-
Zeit-Theorie T7 Forderungen an die Metrik
zu stellen,sodaBl die hier definierte Orts=
funktion s %2 wird.Solche Forderungen wéren
zgwar formulierbar,wenn man einen auBer=
ordentlich komplizierten mengentheoretischen
Apparat aufbaut und an die Constraints starke
Zusatzforderungen stellt.Schaut man aber auf
die relative Einfachheit und Eleganz der
Formulierung von s € 32,wie sie in der Analysis
iblich ist,so entschlieBt man sich leicht,
diese Forderung erst an dieser Stelle,nachdem
die Ortsfunktion als reelle Funktion mit
reellen Argumenten definiert ist,aufzustellen.
Soweit die erste Moglichkeit der Einfilhrung
der Ortsfunktion.Vom Standpunkt der Hierarchien=
bildung aus 148t sich der vorliegende Prozef
des Aufeinanderbauens von Theorien wie folgt
beschreiben.Die partiellen potentiellen
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Modelle der hoheren Theorie sind durch die
Begriffe der tieferliegenden Theorie
definierbar,falls die empirische Behauptung
der tieferliegenden Theorie richtig ist.Wegen
dieser letzten Klausel erscheint die vor=
liegende Ldsung fir die Hierarchienbildung
nicht sehr geeignet: Die Konstruktion oder
auch nur die logische Rekonstruktion einer
Theorien—Hierarchie darf nicht davon abhingen,
ob irgendwelche Glieder in der Hierarchie
"wahre" empirische Theorien sind.Auch wenn
alle betrachteten Theorien empirisch unhalt=
bar sind,sollte man rekonstruieren kodnnen,wie
sich Begriffe der hoheren Theorie auf Begriffe
der tieferliegenden Theorie zurilickfilhren
lassen,

Aus diesem Grund gehen wir nach dem n#chsten,
abschliefBenden Satz zur zweiten Moglichkeit
der Einfihrung der Ortsfunktion liber.

T21 Mit den Bezeichnungen von D60 gilt
a) s(a),t)=0  fir alle t€T

b) s(a;,t)=W fir i=2,3,4 und t€ T

i-1
Beweis: a) Beim Beweis von T19 benutzten wir
T6.Pir a=a; wird dabei auch das b’im Beweis
von T19 gleich a, ,woraus die Behauptung folgt.
b) beweist man analog unter Beriicksichtigung
von D55-a.4.

T21 bvesagt,daB die Ortsfunktion s die
Partikel al,..,a4,welche das Koordinatensystem
konstituieren,auch an die Orte abbildet,an die
sie hingehdren,d.h. genauer: auf die Vektoren,
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welche die angesprochenen Orte in Rgre=
présentieren.

Wir vePsuchen nun,die Partikelkinematik
als Theoretisierung im Sinne von D8 der
Raum—Zeit-Theorie T7 einzufiihren.Dazu gehen
wir aus von einer Raum—Zeit—-Struktur S mit
Koordinatensystem,deren Begriffe wir als nicht-
theoretisch betrachten.Zu S werden dann das
Intervall Tund die Ortsfunktion s als
theoretische Begriffe hinzugenommen,Das Inter=
vall T konnen wir dabei als theoretische
Erginzung von T° auffassen (vergleiche D8-3).
Die Ortsfunktion s wird mit der vorgegebenen
Abstandsfunktion d(+,+,t) durch eine Gleichung
verknlipft,die besagt,daB zum Zeitpunkt te€ 7€
der Abstand zweier Punkte gleich dem Abstand
der Ortsvektoren dieser Punkte ist (D63-4.3).
Die so erhaltenen Modelle der Partikelkinematik
werden dann durch den (=,=)=Constraint fiir s
und einige Zusatzbedingungen zu einer Theorie
in Sinne von D6 vervollstindigt.

D63 Die Theorie der Partikelkinematik T9 wird
wie folgt definiert

. oS 9,9 A9
1) Tq:=LKq,Ipx 3 ,K9.-[Mpp,Mp,M ,C”J und

2) xeM gdw x=[(P,G,E, €,2,K,T°, <,3] und

9
pp
2.1) x ist eine Raum~Zeit-Struktur

2.2) Es gibt a1,..,8,€ P,so0daB {al,..,a4}

ein Koordinatensystem fir x ist

9

3) xeMp gdw x=[y,P,s] und

9

3.1) y€ Mpp
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3.2) Int(T)

3.3) s:PXT » R

3.4) Falls a$b’D47-3 erfiillen,so gilt
d(a’bit)€ T fiur alle te 1€

3.5) Va,bePVteT(s(a,t)=s(b,t) » a=b)

4) xeu’ gaw x€M§ und fiir ajb’€ P gemidB

D47-3 gilt
4.1) Yte1%(s(a),d(ajb3t))=o )

4.2) Vte 1% Vi=2,3,4( s(ay,d(ajbit))="H

4.,3) s€ 92
4.4) Va,bePVter®
(Is(a,a(aypyt))=s(b,d(asbst) )l =d(a,b,t))

9
b

6) Ipg ist die Menge der intendierten

i—l)

5) 09 ist der (=,=)-Constraint auf M_ fir s

Anwendungen der Partikelkinematik

Bedingung 3.4 ist rein technischer Natur und
verlangt,daB das Intervall T so gewdhlt wird,
daB es alle Zahlen,welche Zeitpunkte re=
prdsentieren,enthdlt.3.5 verlangt,daB zur

Zeit t nur ein einziges Teilchen am Ort s(a,t)
sein kann. 4) versteht man am Besten wie folgt.
Die Zeitreprdsentationsfunktion d(ajb)*)

bildet die Zeitpunkte von 7€ ein—eindeutig ab
auf Zahlen in T.Wir konnen daher fur einen
Moment diese Zahlen d(ajb’t),te T° mit den
Zeitpunkten t€ 7% identifizieren.Dann be=
sagen 4.1 und 4.2,daB s(al,t)=3 und s(ai,t)=1bi_l
fir alle Zeitpunkte t€ T° und i=2,3,4.Das
heiflt,daBl das Koordinatensystenl{al,..,a4}
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mrichtig" in den R® abgebildet wird. 4.4
heiflt dann,daf

“s(a,t)—s(b,t) " = d(a,brt)

d.h.daBl der Abstand zwischen je zwei Punkten
a,b zur Zeit t€ T° gleich dem "euklidischen
Abstand" der zu a und b gehdorigen Ortsvektoren
s(a,t) und s(b,t) in R® ist.Da s im zweiten
Argument auf reelle Zahlen angewendet wird,
muBten wir die Zeitpunkte t€ T° durch die sie
repriasentierenden Zahlen d(ajbjt) ersetzen.

Zur Menge IPK brauchen wir nicht viel zu
sagen.Aus der Physik sind die Standard-
Beispiel bekannt.Auch die Wissenschaftstheorie
hat sich mit der Partikelmechanik und deren
Anwendungen schon lénger beschdftigt.Hierdurch
ist auch die Menge der intendierten Anwendungen
der Partikelkinematik bestimmt worden.

Die Modelle von T9 bezeichnen wir als
Partikelkinematiken.Genau genommen ist das
Koordinatensystem {al,..a4} nicht nétig.D63
bleibt auch sinnvoll,wenn wir das Koordinaten=
system weglassen.Intuitiv geschieht ja durch die
Einfihrung von T und s folgendes.Die Zeit=
punkte t€ T werden eingebettet in das
Intervall T (D63-~3.4).Die Orte der Partikel
zu den Zeiten te€ T® ( die in S nicht
explizit auftreten) werden eingebettet in
den R?® ,Die einzigen Forderungen an diese
Einbettungen sind,daB sie "Zeitordnungstreu"
und "Abstandstreu" sein sollen."Zeitordnungs=
treue" besagt einfach,daB die Kleinerrelation
in T die Zeitordnung < von S widerspiegelt
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(vergleiche D37-3).Die zeitordnungstreue
Einbettung wird geleistet durch die Funktion
a(ajb)),wobei ajb’ D4T7-3 erfiillen miissen.
"Abstandstreue" heift,daB die durch 4 ge=
gebenen Abstédnde der Partikel auch nach der
Einbettung der Orte der Partikel in R? noch
gelten und zwar zu jedem "Zeitpunkt" d(ajbt)
mit te€ T®.Die erste Forderung ist in D47-3
und D63-3.4 enthalten,die zweite Forderung

in D63-4.Diese Bedingungen allein gewdhr=
leisten schon,da D63 eine addquate Ein=
fithrung der Ortsfunktion darstellt.Bei der
Einbettung der Orte in R> herrscht dabei
vdllige Freiheit bezliglich der Richtung der
Koordinatenachsen und der Lage des Koordinaten=
ursprungs relativ zum betrachteten Partikel=
system.Eine Einbettung J ist hier genauso

gut wie eine Translation oder Rotation von
Jd.In diesem Sinn kann man sagen,daB das durch
den ﬂf gegebene Koordinatensystem "in der
Luft" hingt.Wir haben es in D63 an den vier
Partikeln Aqyeerdy "festgemacht".In der Praxis
wird das Koordinatensystem ja auch nicht be=
liebig,sondern so gewdhlt,daB die Achsen und
der Ursprung in der Realitdt festgelegt sind.
Eine solche Festlegung kann,wie bereits be=
sprochen,durch vier Partikel geschehen.GemidfR
D63-4.1 und 4.2 darf die Einbettung J der
Orte der Partikel in den fRB nicht mehr vollig
willkiirlich durchgefiihrt werden,vielmehr ist
die Wahl der Koordinatenachsen und des
Koordinatenursprungs festgelegt.



-177-

Die Einfihrung der Ortsfunktion mittels
D63 hat gegeniliber der vorher durchgefiilhrten
Definition von s zwei Vorteile.Erstens geht
man aus von einer einzelnen Raum-Zeit-Struktur
S und nimmt zu dieser s als theoretische
GroBe hinzu.Man braucht also nicht die
Richtigkeit von T7 vorauszusetzen,Zweitens
hat der Ubergang von T, zu Tq die in D8
festgelegte Struktur der Theoretisierung.
Dieser Ubergang kann also aufgefaBt werden
als ein Schritt im Aufbau einer Hierarchie
von Theorien.Wir halten dies genauer fest.

T22 T9 ist eine Theoretisierung von T7

Beweis: M; ist eine 8+1-Matrix und Mg

eine 8+3-Matrix.Fir x=(P,G,E, <,2,K,T7°, <,4,T,s]
eMg definieren wir §(x):=(P,G,E, €,2,K,T°%,<,d]

ist

EN%.Nach D63-4 ist dann D8-2b erfiillt.Zur
Verifikation von D8-3 miissen wir die
Komponenten Xy von x€M9 betrachten,fir die

i > 8 ist und die Objektmengen sind.Hierfiir
kommt nur x10=T in Frage.Wir haben zu zeigen:
Es gibt i € 8,so0daB Ob(xi) und es gibt J,sodaB
Jix e T.Fir i=7 gilt: x;=1°,also Ob(x;).Da

xeMg,gilt 5(x)€ M und daher nach D47-3: Es
gibt a,b € P,sodal [T°,< ,d(a,b,-)] eine
metrisierte Zeitordnung ist.Mit J(t):=d(a,b,t)
fir te 7° folgt dann die Behauptung nach T15.
Als weiteres Ergebnis konnen wir feststellen,
daB T9 die am Anfang dieses Abschnitts
formulierten Adidguatheitsbedingungen 1) und 2)
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erfillst.

T23 Ist X=[S,T,s] ein Modell von Tq,sind

a3b” zwei nach D47-3 existierende Partikel

von S und ist J:PxT® » R* definiert durch

J(a,t):=[s(a,d(ajb}t)),d(asbyt)d ,so0 gilt

1) J ist injektiv

2) J4:P><Te - R reprisentiert die Zeit=
punkte von S

3) EJl,Jz,JSJ:P’<Te > R3 reprédsentiert die
Orte der Partikel von S

Beweis: Nach T15 ist d(a’b)+) injektiv,also
auch J,.Fur Ca,tJ#0b,t"J gilt a#b oder t#t’.
Erster Fall: t#t’. Dann ist J4(a,t)¥J4(a,t')
fiir jedes a € P.Zweiter Fall: t=t".Dann muB
a¥b gelten und daher nach D63-3.5: J(a,t)#
J(pb,t").Also ist J injektiv.
2) ist eine Umschreibung von D37-3 und wegen
xeu? erfillt. 3) bedeutet,dal fir jeden
Zeitpunkt te T¢ J7:031,35,033(+,%):P R3
eine injektive und abstandstreue Funktion ist.
Die Injektivitdt folgt aus D63-3.5."Ab=
standstreu" bedeutet:
Va,be PVx(d(a,b)=x & 4’ (4’ (a),Jd" (b))=x)
Dabei ist 4’ in mﬁ als euklidischer Abstand
gemdB D1-24 definiert.Die Abstandstreue von
J° folgt nun aus D63-4.4.

Schlieflich bemerken wir noch,daB,wie in
allen bisherigen Fdllen auch,die theoretische
GroBe s nicht durch die nicht-~theoretischen
GroBen definiert werden kann,daf jedoch umge=
kehrt d durch s definierbar ist.
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I24 a) Ist Y=[S,T,s] eine Partikelkinematik,
so ist d durch s definierbar
b) Ist S eine Raum-Zeit-Struktur,so gibt
es T und sl¥s2,sodaﬁ ES,T,slj und
£s,T,s,] Partikelkinematiken sind

Beweis: a) Ist s gegeben und sind a,b€ P und
te Te,so definiert man
d(a,b,t):=l{s(a,a(ajpit))-s(b,d(ajvit)) |l ,
wobei ajb’ D47-3 erfilllen. b) Wir widhlen T
so,daB d(ajbjt)€ T fiir alle t € T®,wobei wieder
a3b’ gemdB D47~3 gewdhlt sind.Zu a€ P be=
rechnet man aus den gegebenen Zahlen d(a,ai,t)
(i=1,..,4 ,{al,..,a4}sei das Koordinatensystem)
die kartesischen Koordinaten von a und erhidlt
so endlich viele Vektoren s, (t),te€ ™ in R?® .
Aus der Analysis weifl man,daB es eine Funktion
£,:T > R? gibt,sodaB f,(d(ajbt))=s, (t) fir

alle t€ T° gilt.Definieren wir s :PxT > R?
durch sl(a,t):=fa(t),so ist [S,T,slj eine
Partikelkinematik.Sind nun t und t° in T° so,
daB kein weiterer Zeitpunkt zwischen t und t°
liegt,so konnen wir S, im offenen Intervall
Ja(ajpyt),d(asbyt’ )L beliebig zu einer anderen
fz-Funktion Sy deformieren.Dann ist auch
[S,T,523 eine Partikelkinematik,aber sl¥52.

Es ist flir den Beweis unwesentlich,in beiden
Fdllen das gleiche Zeitintervall T zu wdhlen.
Man kann auch T abdndern.

Die Untersuchung der neueingefilhrten GridfBen
T und s in Bezug auf ihre Theoretizitédt flihrt
zu folgenden ersten Resultaten.Zunfchst ist
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T keine PFunktion,das Sneedsche Kriterium ist
daher auf T nicht anwendbar.Man kénnte ver=
suchen,es auf Objekte in folgender Weise
auszudehnen.Jede llethode,herauszufinden,

ob ein bestimmtes Objekt zu T gehort,setzt
voraus,dafl die Theorie bereits erfolgreich
angewandt wurde.Die Feststellung,ob ein
Objekt zu T gehdrt,vbesteht darin,das fragliche
Objekt als reelle Zahl innerhalbdb eines
Intervalles auszuweisen.Es ist nicht zu
sehen,wieso man hierzu T9 schon erfolgreich
angewandt haben muf.Man kann diese mit
Objekten verbundene Schwierigkeit umgehen,
indem man T nur als Definitionsbereich von

s auffalt und als zu s gehorig betrachtet.
In diesem Pall werden T und s als eine
einzige GroBe betrachtet.

Will man einen Funktionswert s(a,t) er=
mitteln,so kommen zwei Moglichkeiten in
Betracht.Erster Fall: t ist das Bild eines
Zeitpunktes t° unter der Zeitreprasentations=
funktion d(ajbj+),also t=d(ajb’t’) mit t%€ TS
Dann 148t sich s(a,t) aus den Abstdanden
d(a,a;,t”) berechnen ({al,..,a4} sei hier
wieder das benutzte Koordinatensystem).

Zur Ermittlung dieser Abstiride muB man nur
einen Teil von T9,namlich die Geometrie,
voraussetzen,in dem s nicht vorkommt.Da die
Abstandsfunktion relativ zu T9 nicht-
theoretisch ist,wird die Ermittlung des
Wertes s(a,t) auf die Geometrie zurilickge=
fiuhrt.Légen ausschlieBlich solche Fdlle vor,
so wdre s nicht-theoretisch beziiglich Tqg.
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Nun sind aber die meisten Elemente t€ T
nicht von der im ersten Fall betrachteten
Art,d.h. es gilt: 73t€1%(t=d(a}bjt")).Im
Extremfall ist t eine irrationale Zahl.
Messen im Sinne von durch Beobachtung nach=
prifen scheidet dann als Ermittlungsmethode
aus.Wir kénnen s(a,t) nur durch mathematische
Berechnungen ermitteln,wenn wir die
mathematische Form von s kennen.Es liegt
also eine indirekte MeBmethode im Sinne von
D26 vor.s(a,t) kann nur durch Berechnung
festgestellt werden,wenn man voraussetzt,
daB s schon bekannt ist,daB also die Theorie
in dieser vorliegenden Anwendung bereits
erfolgreich war. s ist somit Tg—theoretisch
im Sinne von Sneed.
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PUSSNOTEN

Zu D1-4 ist zu bemerken,daB wir den Begriff
des Objektes nicht weiter prézisieren werden.
In der axiomatischen Mengenlehre ist es seit langem
der Brauch,ohne Objekte zu arbeiten,aber die
Einbeziehung eines "Universums™ von "konkreten"
Objekten ist ohne Schwierigkeiten mdglich.
Ungeachtet dieser Moglichkeit betonen wir,daf
wir nur die Sprache der Mengenlehre benutzen.
In Letzterer konnen wir natiirlich ein Universum
durch ein bestimmtes Zeichen einfilihren,jedoch
scheint uns eine Prdzisierung des Objektbegriffs
in dieser Richtung zu restriktiv.Wir verwenden den
Objektbegriff in einem pragmatischen Sinn als auf
eine Theorie relativiert.Fir eine gegebene Theorie
so0ll feststehen,welche ihrer Zeichen "Objekte" der
Theorie und welche Relationen bezeichnen.Dabei kann
es durchaus vorkommen,daB ein Objekt mengentheoretisch
eine Relation ist.

Die in Abschnitt II anzedeutete Intention,dal
die Modelle,also die Figuren,endlich sein sollen,
188t sich formal verschédrfen zu der Forderung,dall
alle diejenigen Axiome der Geometrie,die in endlichen
Bereichen erfillbar sind,fiir die Modelle gelten
sollen und nur die Axiome,die nicht im Endlichen er=
fillbar sind,in die Constraints verlegt werden.Eine
Rekonstruktion,die dieser Forderung gerecht wird,ist
méglich,miiBte sich aber von unserer Rekonstruktion
unterscheiden,Es sind némlich die Axiome 1),2),5) und
9) von D16 in endlichen Bereichen erfiillbar.Wir haben
diese Axiome mit Absicht nicht fiir Figuren gefordert,
damit auch einfache Strukturen,wie Dreiecke,bereits
Modelle der Theorie sein konnen.



