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f(λ)
��4_8j8]~38;B >n� r#8j[FH D�H\§*��[;B >F4�8k^
>�d$:<8n�#A98;?;[aCh}P8;:<>IH1�5^f09>#B V34

f(λ) = O(λ−2 d)

/1098
d
�±6;X�BwA98*Yf8nX94aA�:b8j4�^=098Z4aB >#e38k>FdN^=098� �e94_8&A;V3> ¡ 4ve38n[v^=:iX�B![;B >F4�8k^
>�^=098{>�:u25x!2w?¶H

��
�� ¸ MPO��`Á�S!O � ¯ ¾ ¯�� ¾ ¯ ¾NMaORS#O � ¯ ¾�S�Q ­ � Q9SITFO � ¯ ¾�S ¿ �`¾ªO ¬ ÀªQ9S#O�� ¯ ¾
/1098]8j4
^�2�Y�X9^�2 >#?c>&d�4
^_XR^�25>#?;X&:©CWd$:<X&[v^�25>#?;X�BwB C�2�?R^
8jx!:iXR^
8nVqYf>!V38&B 4z0;X9698c~F8j8;?�V!254�[;A94_4_8nV�8=¥;^
8&?94=2 698;B C�2�?�^=098
B´2 ^
8&:<X9^=A�:b83H ��X�A94�8;:± �m��	�	� ¡ ¦#X�?;V ��X�A94�8;:± �m��	�	� ¡ :<8P4aeF8n[a^�2 698&B Cj¦�4vA�Y{YtX&:u25}a8t4_8&YZ2�e;X&:<X|Yf8P^=:u2\[&¦ X�?;VcY�Xn¥|2wYzA�YB´2wµ=8&B�2�09>¶>#V�X�e�e&:b>�X&[9098j41X�?;VcV!2 4�[9A94�4�^=098;2w:�4aY�X|B´B¶4�X�Yze�B 8]e&:b>#e38;:b^�258P4jH

/1098&:<8�X&:b8*^=0�:<8P8cV!2 �¹8;:<8&?R^tX|e�e;:<>3X&[9098j4t^
>�[P>#eF8h�12 ^=0L4
^_XR^�25>#?;X&:u2 ^uC�X�?;V�?9>!?94_^_XR^�25>#?;X;:`2 ^uC��f098;?yYf>#V38;B´2w?9x
B >!?9x�Yf8&Yf>�:bC '
 _2 ¡ ^�2�Yf8{V3>#YtX32�?*X|e�e;:<>j¥|2wYtXR^
8*YtXj¥|2�Y{A�Y.B�2�µ=8;B´2�09>¶>!V�¦
 _2´2 ¡ d$:<X&[v^�25>#?;X�B¶V!2 ��8&:b8&?R^�2\XR^�25>!?]X�?;V�^
8j4
^�2�?9x�^=098{X|e�e;:<>!e&:u2\XR^
8�0RC�eF>F^=098j4=254a¦ _2´2w2 ¡ d$:<8n�#A98;?;[aC*V3>#YtX32�?z8j4
^�2�Y�XR^�25>#?h�12 ^=0*4ve38n[R2\X�B|^_X|eF8&:<4�^
>�8;B´2�YZ2�?;XR^
8k^=:<8;?;V34jH

 _2 ¡ ��8&:<X|?| �m��	�FG ¡ V38P698;B >#eF8nV{X|?fX�e�e&:b>j¥|2�Y�X9^
87^�2wY�81V3>!YtX32�?ZY�Xn¥|2wYzA�Y B´2�µ�8&B´2w09>!>!Vk8j4
^�2�Y�X9^
>�: dl>�:I��� !I�©�*�N�
 
p, d, 0 ¡ Yf>#V38;B 4{�12 ^=0 d > −1/2

Hy/103254zX�BwB >n��4z^=098c4v2wYzA�B ^_X|?98P>#A94*8j4
^�2�Y�XR^�25>#?�>Fd�^=098L��� [P>¶8���[R258;?R^
4
 �4
^_XR^�25>#?;X&:u2 ^uC�>Fd�^=098*���³eF>#B C�?9>!Y{25X|B#X;4_4vA�Y�8jV ¡ X|?;Vc^=098hd$:<X&[v^�25>#?;X�B�2w?R^
8jx#:<X9^�2 >#?�e;X&:iX�Yf8P^
8&:�dl>�: d > 1/2�12 ^=09>#AR^�e;:<8a6325>#A94vB C�^_X�µ92�?9xkV!2 �¹8;:<8&?;[a8j4N>Fd�2�?R^
8Px38&:#>|:<V38&:±H ��8&:<X|?|¦���0;X|?94�X|B�2RX�?;V �1[;µ=8;:± �m+�	�	
 ¡ d$A�:b^=098&:#4a09>n�
^=0;XR^N^=098tYf>#V38;B94�8;B 8j[a^�25>!?k[;:u2 ^
8;:`2\Xt��� ¼� `�7µvX32�µ=8��´4�2w?Rdl>|:`YtXR^�25>!?�[9:`2 ^
8&:`2 >#? ¡ ¦¶r���¼� �r�[;0n��X&:b^
}�2w?Rdl>|:`YtXR^�25>!?t[9:`2 �^
8&:u25>#? ¡ X|Yf>#?9xy>&^=098&:<4a¦�0;XR698W^=098L4�X|Yf8ye;:<>#eF8&:©^�258j4hX;4�A�?;V38&:�[P>#?R698;?R^�25>#?;X�B����N�*�+Yf>#V38;B 4PH �N>n��8a698&:�¦
�*>#?R^
8�¼�X&:`B >L4=2�Y{A�B5XR^�25>!?94Z2w?���8&:iX�?|¦ ��0;X|?94�X|B�2 X�?;V��1[;µ=8;:± �m+�	�	
 ¡ ¦�^_X�~�B 8*D!¦�2�?;V!25[jXR^
8z^=0;XR^�^=098h8P4_^�2wYtXR^
8nV
d
6;X�BwA98j4a¦I�f098;?�^=098WYf8nX�?�>Fd�^=098*V�XR^_X�2 4{A�?�µ;?9>n��?cX�?;V�0;X94�^
>�~38h8P4_^�2wYtXR^
8nV�¦NY{2 x#0R^18v¥¶032w~32 ^�X�4�8;:`25>!A94

?98jx3X9^�2 698*~32\X94�2�?z4aY�X|B´B¶4�X�Yze�B 8j4PH

 _2´2 ¡ ��2�B �$�7B X|?;X�X�?;V��ª>#~32�?94_>#?| �m��	�	� ¡ ¦-83H\xIH�¦�0;X9698�eF8&:bdl>�:`Y�8jV�X�4�8j�#A98&?;[P8W>Fd7^
8P4_^
4zV38P698;B >#eF8nV�~aC��ª>#~32�?n�4_>#?| �m����F§ ¡ X�B >#?9x�Xcx!:`2\V�>Fd d
6;X�BwA98P4�^
>y[9B5X94�4=2 diC�03254
^
>�:`25[�Y�X&[9:<>�8n[a>#?9>#YZ2\[]4_8&:`2 8j4Z>Fd�^=098�p�rqX;[j[P>�:<V!2�?9x

�
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^
>c^=09892�:7?9>!?94_^_XR^�25>#?;X;:`2 ^uC�~38;0;X9632 >�:$H1/�09892�:�gª:<4
^14
^
8&e�2541^
>�[;09>¶>34_8*X�0RC�e3>F^=098P4v2 4 �
0
'

d = d0
¦ª^=098;?�^=098aC

d$:iX;[a^�2 >#?;X�BwB CfV!2 �¹8;:<8&?;[a8�^=09814_8&:u258j4a¦I2 H\83H
(1−L)d0 yt

¦¶X|?;V]e38;:bdl>�:�Y X*»!�z�±^uC�e387^
8P4_^7~;X;4_8nVZ>#?heF8&:u25>!V3>3x#:iX�Y
:<8Px#:<8P4�4=25>!?94jH�� ?�^=098�B5XR^$^
8&:�X|B 4�>����� 

p ¡ [a>#YzeF>#?98&?R^
4k>&d�Xcg�¥&8nV�>�:iV38&:7X&:b8WX�BwB >n��8nVIH�/1098*^
8j4
^k4_^_XR^�254
^�2\[a4^=A�:�?W>#AR^�^
>�~38�X94_C�Y{eR^
>F^�2\[PX|B´B C�4
^_X|?;V�X&:<V�?9>�:`YtX�BªV!254
^=:`2w~�AR^
8nVqA�?;V38;:�:<8Px#A�B5X&:u2 ^uCL[a>#?;V!2 ^�2 >#?94PHL� ?�>�:iV38;:�^
>
[;09>¶>34_8�^=098k>�:iV38;:->Fd�^=098k����[a>#YzeF>#?98&?R^�4_8P698;:iX�B�6;X|B´A98j4�dl>�:

p
dl>�:�8nX;[;0h[jX�?;V!2\V�XR^
8t>Fd

d0
X&:b8k[P>#?94=2\V38;:<8jVIH

p
2541[909>34_8&?*^
>�YZ2�?32�YZ25}a8k^=098hX�~94_>#BwAR^
8t6;X�BwA98Z>Fd�^=098k^
8j4
^�4
^_X9^�2 4_^�25[P4PH

 _2´2w2 ¡ ��V3>#eR^�2�?9xLe94_8&A;V3>]4ve38j[a^=:<X|B¶V38;?94v2 ^�258j4a¦�2 H�8FH!4ve38n[v^=:iX�B|V38&?94=2 ^�2 8j4�dl>�:�?9>!?94_^_XR^�25>#?;X;:bC]e;:<>![P8j4_4_8j4a¦-A94=2�?9xz^=098²³032 ^$^=B 8c>#~ �$8n[a^�2 698cd$A�?;[a^�2 >#?�X|?;V�X�BwB >R�12w?9x���� e;X&:<X|Yf8P^=:u25}PX9^�2 >#?�^=098�X|e�e;:<>3X&[90q~aC���8&B5X94�[P>qX|?;Vs�ª>#~32�?n�
4_>#?| ±D3EFE3E ¡ XR69>!2\V34 ��8&:iX�? ��4ce&:b>#~�B 8;Yh¦�X�?;V 2 4cB´2wµ=8&B Cy^
> ~38�Yf>�:<8�e3>n��8;:bd$A�B�^=0;X�?�^=098�4_8n�#A98;?R^�2\X�B�^
8P4_^�2w?9xe;:<>![P8nV#A�:b8*>Fd��ª>#~32�?94_>#?| �m+�	�F§ ¡ HZ `/�098�B5XR^$^
8&:�X�B 4_>�09>!B5V34fdl>�:N^=098h4_8&YZ2�e;X&:<X|Yf8P^=:u2\[(��8a�"8&µ=8v� �#>�:©^
8&:©� ��A;V�X�µ
X�e�e&:b>�X&[90kX94�e&:b>#e3>F4�8jVW~PC ��A�:©632\[;0kX|?;VW�¹XPC| �m��	�FG ¡ H ¡ �\^��12�BwB|~F8�X�e�e�B´2 8nV{^
>{>#A�:�V�XR^_Xt4�8a^�X|?;V]254�V38P4�[9:`2�~F8nV2�?�Yf>|:b8hV38a^_X�2wBI~38;B >n��H

��
�� ��� �iOnO ¿l¬�� M ¬�� ° ¯	� Á�S�
��uÁ � Á ¿ �u½ ¬¶¿ � � ¯�¯ ° ¬ MPO �uÁ�S#O � ¯ ¾ �±¯ Qk¾ ¯ ¾NMPOnS#O � ¯ ¾-S�Q ­ O �`Á ¬ M�M ¬ Q � ¬ M
!9>|:�>#A�:Ne�A�:`e3>34_8F¦|��8hYf>!V!2 diCk4vB´2 x#0R^=B Ck^=098{e&:b8j4_8&?R^_XR^�25>#?{>Fd���8&B X;4�[P>�X�?;VL�ª>#~32�?94_>#?| ±DFE3E3E ¡ ¦¶4v09>�:b^��1��¦#X�?;V
:<8P4_^=:u2\[v^Z2 ^�^
> −1/2 < d < 3/2

X�?;VW^
>
µ = 0

 �?9>�V#:u2 di^ ¡ dl>�:�?9>#?94
^_XR^�25>#?;X&:©CLYf>#V38;B 4{  1/2 ≤ d < 3/2 ¡ H/1098�e94_8&A;V3>W4aeF8n[a^=:<X|B�V38&?94=2 ^uC�>Fd�X�?�X�AR^
>�:<8jx!:<8j4_4=2 698zd$:<X&[v^�25>#?;X�BwB CW2w?R^
8jx#:<X9^
8jV�Y�>&632�?9xLXR698&:<X;xF8F¦I��� !I�©�*��¦
e;:<>![P8j4_4t254

f(λ|θ, σ2) = |1− e−i λ|−2d |βq(e
−i λ)|

|αp(e−i λ)|
σ2

2 π�12 ^=0
λ ∈ (0, π]

X|?;V
d > −1/2

H�/1098z���qX�?;VW^=098L�*� e3>#B C�?9>#Y{25X|B 4
αp(L)

X�?;V
βq(L)

>&d">�:iV38;:
p
X�?;V

q
X&:b8{X;4_4aA�Yf8nV�^
>�0;XR698*:<>¶>F^
4�>#AR^
4=2\V38k^=098]A�?32 ^�[92w:i[;B 8F¦ X�?;V�^
>�0;XR698*?9>�:b>!>F^
4�2�?][a>#Y{Y�>#?¶H !9>�:

d > 1/2^=098Ze94�8;A;V3>h4ve38n[v^=:iX�B�V38;?94v2 ^`Ch2 4�2�?R^
8&:`e&:b8P^
8jV�X94�^=098{B�2�YZ2 ^�>&d¹^=098�8v¥¶e38j[a^
8jV*4�X�Yze�B 8{eF8&:u25>!V3>3x#:iX�Yz¦!X94�2�?f^=098
4
^_X9^�2 >#?;X&:bC]d$:<X|Yf8a�">�:�µFH !9>�: −1/2 < d < 1/2

^=098We94�8;A;V3>�4aeF8n[a^=:<X|BIV38&?94=2 ^uC�:b8nV#A;[P8P4�^
>c^=098][a>#Y{Y�>#?�B C
A94_8nVW4ve38j[a^=:<X|B#V38&?94=2 ^uCnH
/1098*e;X&:iX�Y�8a^
8&:�698n[v^
>|:

θ
[P>!BwB 8j[a^
4�X�BwBIe;X&:<X|Yf8P^
8;:<418v¥F[a8&eR^7^=098Z8;:�:<>�:-6;X&:u2\X�?;[P8F¦

σ2 H

� ?94_^
8jX&Vh>&d�^=098�>�:`2 x!2�?;X�BFV�X9^_X���8{A94�8�^=098�^_X�e38;:<8jV*4�8;:`258P4jH�/1098{eF8&:u25>!V3>3x#:iX�Y dl>�:�^_X�e38;:<8nV]V�XR^_Xz254�x!2 698&?*~aC

I(λj) =
1

n
∑

t h2
t

|
n∑

t=1

ht yt exp(−i t λj)|2

�
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XR^�^=098zd$:<8j�#A98&?;[R258j4
λj = 2 π j/n

¦�X|?;Vc^_X�e38;: {ht}n
t=1

H1/1098We�A�:�eF>34_8h>Fd"^_X�e38;:`2w?9x�2541^=098h8;B´2�YZ2�?;XR^�25>!?�>Fd
^=:<8;?;V34]X�?;V�V3>R��?L�"8;25x!0R^�2�?9x�>Fdk?9>#?94
^_XR^�25>#?;X&:u2 ^uCnH !9>�:�8v¥FX�Y{e�B 8W^=098��N0�A�:�~38;?�µ=>�^_X�e38&:7>Fd1>�:iV38;:1D� `�1�
e¶H mRD3¢#m ¡ 0;X;4���8;2 x#0R^
4a¦ ht/

∑
h2

t

¦3dl>�:�YZ2�?9xZX�^=:u2\X�?9x#B 8FH7�5^N[jX�?�[a>#e38���2 ^=0z?9>!?94_^_XR^�25>#?;X;:`2 ^uC�>Fd ^`C�eF8
d < 3/2

¦
>Fd�^uC�e38

d < 2
2 d

µ
254�µ&?9>n��?Z^
>L~38h?�A�B´B�¦#>�:�>&d�X�B´2w?98nX&:¹^=:<8&?;VIH"/1098t8=¥¶e38&?94_8z2 4�X�B >34_47>Fd�>�:iV!2w?;X9^
8P4jH#�t?�B C

8P698;:bC{4_8n[P>!?;V�>�:iV!2w?;X9^
8���>#A�B V�~F8z2�?;[9BwA;V38nVc2w?{^=098ZV!2 4�[9:<8a^
8Zd$:b8n�#A98;?;[aCzV3>#Y�X�2w?z>!~ �
8j[a^�2 698�d$A�?;[a^�2 >#?�~38&B >n��¦
4=2�?;[P8�^=03254k^_X�e38&:�V38j4
^=:<>RC94Z^=098W>�:b^=09>Fx3>#?;X�B´2 ^uCL>&d�^=098W4=2�?98cX|?;Vy[P>34=2�?98�^=:iX�?94_dl>�:�Yf4{X9^k[;B >F4�8�d$:<8n�#A98;?;[92 8j4PH
/1098td$A�BwB![P>34=2�?98]~F8&BwB|^_X�e38;:-4a09>n�12�?9x�e&:b>#e38;:b^�2 8j41>FdN>|:<V38&:�m{X|?;V�¢#¦¹25474aA32 ^_X|~�B 8{dl>�: −1/2 < d < 1/2

�12 ^=0
µ ∈ R

¦�X�?;V
d < 3/2

2 d
µ = 0

YtX�µ;2w?9x*>#?�B Ck^=098�8v¥F[9BwA94=25>#?{>Fd�^=098�g�:b4_^1eF8&:`2 >#V3>Fx#:iX�Y�>�:<V!2�?;XR^
8z?98n[a8j4_4�X;:bCjH
/1098z��8;BwB�µ;?9>R��?W/�A�µ=8aCn� ��X�?�?32�?9xW^_X|eF8&:±¦¹83H\xIH�¦�2 4�>Fd�>�:iV38;:1m�X|?;VL4_>�X|eR^1dl>�: −1/2 < d < 1/2

�12 ^=0cX�BwB
>�:iV!2w?;X9^
8P4�2�?;[;B´A;V38nVIH

��[a^=A;X�BwB Cj¦R^l��>1^_X|eF8&:<4ª��2wBwBR~F8�8&Y{e�B >RCj8jV '�/�098�/NA�µ=8PCn� ��X�?�?32�?9x�^_X�e38&:�dl>�:�4
^_XR^�25>#?;X&:©CfYf>!V38&B 4ª��2 ^
4�[a>#Y{e38P^�2w?9x
e38;:bdl>�:�Y�X�?;[P8k254�2�B´BwA94
^=:iXR^
8nV�2w? ��X�A94_8&:± �m��	�	� ¡ ��X�?;V{^=0981d$A�BwB&[P>F4v2w?98{~F8&BwB;^_X�e38&:�¦ !�¼���H�/�0981/�A�µ=8aCn� �NX|?�?32w?9x^_X�e38&:�2 4�x!2 698;?c~aC

ht =





1
2 [1− cos{π(t− 1

2)/l}] t = 1, . . . , l

1 t = l + 1, . . . , n− l

1
2 [1− cos{π(n− t + 1

2)/l}] t = n− l + 1, . . . , n

.

�12 ^=0
2 l = 4

√
n
^=098]?�A�Y{~38&:�>Fd�V�XR^_XWe3>!2w?R^
41X|B ^
8&:b8nVIH�/�098td$A�B´B![P>34=2�?98]~38;BwB�^_X�e38;:�2 4�x!2 698;?W~aC

ht =
1

2
(1− cos

2 π t

n
)

!9>|:h8j4
^�2�Y�X9^�2 >#?�^=098�V!254�[;:b8P^
8�d$:b8n�#A98&?;[vCn�
V3>#Y�X32�?�²³032 ^$^=B 8qd$A�?;[v^�25>#?�dl>|:{^=098�^_X|eF8&:<8jV�V�X9^_X³2 4�A94�8jV�X;4
>#~ �$8n[v^�2 698kd$A�?;[a^�2 >#?¶H

L(θ, σ2) = −
m∑

j=k

log f(λj |θ, σ2)− 1

2π

m∑

j=k

I(λj)

f(λj|θ, σ2)

��098&:b8
m
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8jx38;:�2w?

(n− 1)/2
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¦
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¦ª^=098ce;:<>#eF8&:b^�2 8j4f>Fd

^=098t² 032 ^$^=B 8Z8j4
^�2�Y�XR^
8j4k~;X;4_8nV�>#?{^=098(!3¼���^_X|eF8&:b8nVcV�XR^_X*X&:b8{X;4
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√

n(θ̂ − θ0)
d→ N(0 , 4 π ΦFCB Σ−1

0 )

�12 ^=0
ΦFCB = 35/18

X�?;V
Σ0

^=098{X|?;X�B >3x!A98�^
>�^=098*2w?Rdl>|:`YtXR^�25>!?WY�X9^=:u2 ¥�X9^
θ0
¦ [9e¶H#�1��H
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SIC(p, q) = −2 logL(θ, σ2) + log(n) (p + q + 2)

AICC(p, q) = −2 logL(θ, σ2) + 2
(p + q + 2) n

n− p− q − 3�12 ^=0
θ = θ(p, d, q)

X�?;V
σ2 = σ2(p, d, q)
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