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Die grafische Darstellung in der
Korrespondenzanalyse

Siegfried Gabler

Kontingenztafeln spielen in den Sozialwissenschaften eine bedeutende Rolle. Ein Ziel
der Analyse solcher Kontingenztafeln ist dabei, Strukturen in den Daten zu erkennen
sowie den Verlust bei der Projektion der Daten auf niedrigere Dimensionen angeben
zu kénnen. Wie iibertragen sich iiberhaupt Strukturen in den Daten auf grafische Dar-
stellungen? Und wie sieht und mifit man Abhéngigkeiten zwischen Zeilen und Spalten?

Ein in den letzten Jahren verstirkt in den Vordergrund tretendes Verfahren zur grafi-
schen Darstellung und Analyse zweidimensionaler Kontingenztafeln, ist die (einfache)
Korrespondenzanalyse. Beim Lesen verschiedener Artikel zu diesem Thema entstand
bei uns jedoch der Eindruck, daB die Grafiken oftmals nicht richtig interpretiert
werden, weil unvergleichbare Punkte miteinander verglichen werden. Die folgende
Ubersicht soll daher kliren, was bei der grafischen Darstellung von Kontingenztafeln
in der Korrespondenzanalyse eigentlich gezeigt wird und welche Strukturen der Daten
sich in den Grafiken widerspiegeln.

1. Ein kurzer Abrifl der Korrespondenzanalyse

Ausgangspunkt einer Korrespondenzanalyse ist eine zweidimensionale Kontingenztafel
N mit I Zeilen und J Spalten. Die Werte in der Kontingenztafel sind meist Haufigkei-
ten, also nichtnegativ und ganzzahlig. Das folgende einfache Demonstrationsbeispiel
einer 6 x 3 Kontingenztafel wird uns im weiteren begleiten.
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111
21 2
211
N=l2 10
06 10
75 4)
Nj; ist etwa die Anzahl der Betriebe des i-ten Wirtschaftszweiges in der j-ten Region

(i=1,...6;j=1,2,3) .

Wir gehen von der Haufigkeitstabelle N zur sogenannten Korrespondenzmatrixl) P
iiber, indem wir N durch die Gesamtsumme N, der Zellhdufigkeiten teilen. In unse-
rem Beispiel ist N, , =32

Es sei ¢,.=(0,...0,1,0,...0)" der k-te Einheitsvektor, das heifit, die k-te Komponente
von e ist Eins, alle anderen Komponenten sind Null. e ist ein Vektor bestehend aus
lauter Einsen. Die Linge der Vektoren ergibt sich aus dem jeweiligen Zusammenhang.
Wir haben N , =e'Ne. Dy bezeichne im weiteren stets die Diagonalmatrix mit x als
Vektor der Diagonalelemente. In der Korrespondenzanalyse werden Punkte grafisch
dargestellt, die in einem gewissen Zusammenhang mit den Zeilenprofilen bzw. Spal-
tenprofilen stehen.

Das i-te Zeilenprofil z; ist definiert als i-te Zeile der Matrix D, 'P.

Das j-te Spaltenprofil s ist definiert als j-te Zeile der Matrix D; 'P'. Dabei ist r=Pe
der Vektor der Zeilensummen von P und ¢=P'e der Vektor der Spaltensummen von P.
Die Komponenten von z; bzw. s; lassen sich daher als relative Haufigkeiten interpre-
tieren.

Im Beispiel ist r'=(3,5,4,3,1,16)/32 und c¢'=(14,10,8)/32 . Die Matrix der Zeilen-
profile bzw. der Spaltenprofile lautet daher

0.33 0.33 0.33 0.07 0.1 0.13
0.40 0.20 0.40 0.14 0.1 0.25
poip|0-50 0.25 0.25] L [0.14 0.1 0.13
"7 7]0.67 0.33 o e 0.14 0.1 0
0o 1 o 0 010
0.44 0.31 0.25 0.50 0.5 0.5
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Weiter ist

—0.0098 0.0020 0.0078

-0.0059 -0.0176 0.0234
0.0078 -0.0078 0
0.0215 0.0020 -0.0234

-0.0137 0.0215 -0.0078
0 0 0

P=rc' wiirde Unabhdngigkeit des Zeilen- vom Spaltenmerkmal bedeuten. Die Abwei-
chungen p;i-ric; von der Unabhingigkeit werden im bekannten x2- MaB? zusammen-

b 3]

gefaft. © = 3°/N . | heiBt Trdgheitsgewicht oder (Gesamt)Inertia.

Definieren wir den x2-Abstand zweier Vektoren x und y durch

dgxy) = =y D} (x-9),

wobei q ein positiver Vektor ist, so 148t sich t als gewichtete Summe?) der Abstinde
der Zeilenprofile vom Zeilenzentroid c bzw. als gewichtete Summe der Abstinde der
Spaltenprofile vom Spaltenzentroid r auffassen. Im Beispiel ist © = 0.1322. Im Falle
q=e geht die 22-Metrik in die iibliche Euklidsche Metrik iiber.

Wir sagen, daB ein Zeilenprofil z'; =c‘iDr'1P dem Zeilenprofil z; néher als dem
Zeilenprofil z'y ist, falls dc(zi,zj) < d.(z,2y) gilt.
Wir sagen, daf} ein Spaltenprofil s, = e‘iDc'lP‘ dem Spaltenprofil 8’ néher als dem
Spaltenprofil s', ist, falls dr(si,sj) < d(s;,8) gilt.

Mittels einer verallgemeinerten singuliren Wertzerlegung kénnen wir P-rc’ schreiben
als P-rc'= AD,B' mit A'D; "' A = id und B'D;'B = id. id ist die Identititsmatrix.
p ist der Vektor bestehend aus allen positiven Singuldrwerten. Danach richtet sich
auch die Zahl der Spalten von A und B. Wir definieren weiter:

_n-1 — -1 .
F = Dr ADll ,G =D, BDH und erhalten:
- L} —— Al -l Al LA 1
D, !(P-rc’) = FB' und D, 1(P-cr')=GA".

Weiter gilt D"!(P-re’)D,! = FD,"1G".
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Im Beispiel ist

0.030 0.230

0.317 0.182

0.101 -0.236
0.110 -0.097

F= o .
-0.236 —-0.562 und G=|-0.408 0.104
0.333 0.284

-1.406 0.473
0 0

Die Matrix Du der positiven singuldren Werte ist

p,[0:2904 0
““1 0 o0.2188

Der Vorteil der singuliren Wertzerlegung ist, daf} die x2-Distanzen der Zeilen- bzw.
Spaltenprofile zu Euklidschen Abstinden der Zeilen von F bzw. G werden. Genauer
gilt:

Satz 1.

a) Der *2-Abstand zwischen dem i-ten und j-ten Zeilenprofil ist gleich dem Eu-
klidschen Abstand zwischen der i-ten und j-ten Zeile von F.

b) Der ¥2-Abstand zwischen dem i-ten und j-ten Spaltenprofil ist gleich dem
Euklidschen Abstand zwischen der i-ten und j-ten Zeile von G.

Beweis.

a) Esist

do(z;z) = (¢¢)'Dy 1P DIP Dl (ejep)
= (%) Dy (P-re) D1 (P-er’) D M ejrey)
= (e¢j)'FB’ D, IBF' (e;- D
= (ci'Cj)'FF' (ei-cj).

b) Es ist

delspsy) = (ei¢)' D 1P DIP Dl eyep)
(e;¢)'Dg 1 (P"-or') D (Pre’) D (ejey)
= (¢¢)'GA' D, 1AG" (¢j¢)

= (¢¢)'GG’ (eje)-
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Zwei weitere wichtige Formeln sind die sogenannten Ubergangsformeln
_n -1 -1 =p -lp -1
F =D, PGDu und G=DSPFD,".

Sie besagen zum einen, dafl etwa die Berechnung der Koordinaten der Spaltenpunkte
direkt aus den Zeilenpunkten und den singuliren Werten erfolgen kann, zum andemn,
dafl die Zeilenpunkte in der konvexen Hiille der Zeilen von GD“'1 liegen. Die Zeilen-
profile liefern gerade die Gewichtungen der Eckpunkte. Fiir eine ausfiihrliche Darstel-
lung der Formeln in der Korrespondenzanalyse verweisen wir auf die Biicher von
Benzécri (1992), Gifi (1990) Greenacre (1984) und Jambu (1992).

2. Grafische Darstellung

Was versteht man unter der grafischen Darstellung der Zeilen-und Spaltenprofile? In
den meisten Fillen in der Literatur versteht man unter der (zweidimensionalen) grafi-
schen Darstellung der Zeilen- und/oder Spaltenprofile das Eintragen der Zeilen der
Koordinatenmatrizen F und/oder G (bzw. deren ersten beiden Spalten) in ein Euklid-
sches Koordinatensystem. In F (G) stehen die sogenannten Prinzipalkoordinaten der
Zeilenprofile (Spaltenprofile). Man identifiziert in diesem Sinne das i-te Zeilenprofil
(Spaltenprofil) mit der i-ten Zeile von F (G). Wir nennen in der Grafik die Zeilen von
F (G) Zeilenpunkte (Spaltenpunkte). Die Gesamtheit aller Zeilenpunkte (Spaltenpunkte)
heiBt Zeilenpunktwolke (Spaltenpunktwolke). Den Vektor vom Ursprung zum Zeilen-
punkt (Spaltenpunkt) nennen wir Zeilenpunktvektor (Spaltenpunktvektor). Unter die
Achsen werden die singuliren Werte bzw. der prozentuale Anteil der Hauptachsen an
der Inertia geschrieben. Eine gute Reprisentierung der Profile in der Grafik hat man
natiirlich nur, wenn die beiden ersten Achsen einen grofien Anteil an der Inertia ha-
ben. Nur dann ist eine Interpretation iber Distanzen gerechtfertigt. Die Nihe von
Zeilenprofilen im Datensatz wird mit Hilfe der y2-Distanz gemessen: Nach dem im
Satz des letzten Kapitels Gezeigten entsprechen diese Distanzen den Euklidschen Ab-
stinden der Zeilenpunkte, d.h. der entsprechenden Zeilen der F Matrix. Analoges gilt
fiir die Spaltenprofile. Werden die Einheiten auf beiden Achsen gleich lang gewihlt, so
lassen sich in der Grafik die Abstinde durch ein Lineal messen. Profile werden so fiir
das Auge vergleichbar.

Im folgenden werden acht Strukturmerksitze aufgeschrieben, die es dem Nutzer er-
leichtern sollen,. Grafiken in der Korrespondenzanalyse richtig zu lesen. Dabei steht im
Vordergrund, Strukturen in den Daten in der Grafik wiederzufinden.
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Strukturmerksatz 1: Ahnliche Zeilenprofile (Spaltenprofile} entsprechen in der grafi-
schen Darstellung Zeilenpunkten, die nahe beieinander liegen. Sehr unterschiedliche
Zeilenprofile (Spaltenprofile) entsprechen in der grafischen Darstellung Zeilenpunkten
(Spaltenpunkte), die weit auseinander liegen.

Die Abstinde zwischen Zeilen- und Spaltenpunkten in der Abbildung lassen sich nicht
als y2-Distanzen der entsprechenden Profile interpretieren, obwohl dies oft gemacht
wird!

.
Abbildung 1
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Im Beispiel (Abbildung 1) ist der Zeilenpunkt R1 néher bei R2 als bei R4. Das erste
Zeilenprofil ist daher dem zweiten Zeilenprofil dhnlicher als dem vierten Zeilenprofil.
Der Spaltenpunkt C1 ist dem Spaltenpunkt C3 (euklidisch) kaum niher als dem Spal-
tenpunkt C2. Das erste Spaltenprofil ist daher dem dritten Spaltenprofil kaum niher als
dem zweiten. Eine Aussage wie: "Das erste Zeilenprofil ist dem zweiten Spaltenprofil
niher als das fiinfte Zeilenprofil" ist inhaltlich und methodisch falsch.
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Strukturmerksatz 2: Der Zentroid c' der Zeilenprofile entspricht in der Abbildung
dem Ursprung. Analog kommt der Zentroid r' der Spaltenprofile in der Abbildung im
Ursprung zu liegen.

Beweis:

Ist ei'Dr'IP =¢', so gilt ci'Dr'l(P-rc') = 0 und daher ¢;'FB' = 0.

Mulitiplikation von rechts mit Dc'lB liefert ¢;'F = 0. Der Beweis fiir r' verliuft ana-
log.

.
Abbildung 2
0.6
r aRS
0.4 b
[
®cC3
ar1
oz | @R2
s @c2
S 3 R6
o -—0.0
8 A
@ mR3
<@
S -0z}
<~ [ Yol
i
—-0.4 |
s mR4
-0.6}
-0.8 : .
-1.6 -1.2 ~-0.8 -0.4 -0.0 0.4 0.8

A, =0.084 (63.87)

Im Beispiel (Abbildung 2) ist das sechste Zeilenprofil identisch mit ¢'. Daher liegt R6
in der Abbildung im Ursprung.
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Strukturmerksatz 3: Die i-, j- und k-ten Zeilenprofile liegen im Datensatz genau dann
auf einer Geraden, wenn die entsprechenden Zeilenpunkte in der Abbildung auf einer
Geraden liegen. Die Proportionen bleiben dabei erhalten. Analoges gilt bei Spalten-

profilen.
Beweis: Es ist

0= (ek-xei-(1-x)ej)'1);1p = (ek-xei-a-x)ej)'D‘;l(p—rc’) = (ex-Mej(1-A)e;)'FB' und

daher (ek-kei-(l-k)ej)'F = 0. Der Beweis bei den Spaltenprofilen verlduft analog.

Abbildung 3
0.6
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Ay =0.084 (63.87)

Im Beispiel (Abbildung 3) liegen R2, R3 und R4 auf einer Geraden, weil das zweite,
dritte und vierte Zeilenprofil auf einer Geraden liegen. Genauer ist R3=5/8*R2 +
3/8*R4.

Wenn es um Vergleiche zwischen Zeilen- und Spaltenprofilen geht, ist die Prinzipal-
darstellung der Profile, also das Zeichnen der Zeilen von F und G, in der Abbildung
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nicht geeignet, was oft miBachtet wird (vgl. Sawatzke 1991). In Abbildung 3 sind RS
und C2 euklidisch weit auseinander, obwohl ein starker Zusammenhang besteht wie in
Abbildung 7 zu sehen sein wird. Bei Vergleichen von Zeilen- mit Spaltenpunkten soll-
ten in der grafischen Darstellung die Zeilen von FD”‘“ und GDP'(I'“) fiir 0 <a< 1
gewihlt werden. Das Skalarprodukt der beiden Matrizen ist offensichtlich von o unab-
hingig. Wir nennen die grafische Darstellung o-Darstellung, sie heiBt im Falle a+0.5
asymmetrisch. Insbesondere der Fall o=0 ist wichtig. Die Zeilen von GD”‘1 heiflen
Spaltenpunkte in der Standarddarstellung. Die Zeilenprofile werden weiter in den
Prinzipalkoordinaten dargestellt. Analog ist der Fall a=1 zu sehen.

Einen wichtigen Aspekt in der Korrespondenzanalyse bilden die supplementdren Zei-
lenprofile bzw. Spaltenprofile. In welchen Punkt wird irgendein supplementires Zei-
lenprofil f ' in der Grafik abgebildet?

Aus (f0)' =x'B' und G =D.'BD, folgt x' = (f¢)'D, !B = (f©)'GD,! =
£GD,,1, weil ¢'G = 0 gilt.

Also ist das Zeichnen der Spaltenpunkte in der Standarddarstellung identisch mit dem
Einzeichnen der Einheitsmatrix als supplementire Zeilenprofile in die Prinzipaldar-
stellung (der Zeilenpunkte). Daher lassen sich auf diesem Weg Distanzen zwischen
Zeilen- und Spaltenpunkten interpretieren.

Da alle singuliren Werte ; groier Null sind, gelten die Strukturmerksitze 1 bis 3
auch fir FDP"" statt fur F.

Wenn in der Abbildung die Einheit auf der ersten (euklidschen) Achse genauso lang ist
wie auf der zweiten Achse lassen sich (normierte) Skalarprodukte, geometrisch Win-
kel, einfach interpretieren. Die nachfolgenden Strukturmerksétze 4, S und 6 gelten fiir
beliebiges o, die Sitze 7 und 8 im Falle a=0, das heifit der Standarddarstellung. Fir
die Abbildungen wurde in allen Fillen a=0 gewihlt.
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~Strukturmerksatz 4: Es ist Pij>(='< )r,cj gleichbedeutend mit spitzem: (rechtem,
stumpfem) Winkel zwischen i-tem Zeilenpunkt und j-tem Spaltenpunkt in der a-Darstel-
lung.

Beweis: Wegen D, !(P-re)D ! = FD,"1G" ist

Pi o 1 pare\D o = orFD lG'e = o -(1-0) e
;;j—l =¢;'D, (P-rc D Te; = ¢;FD,1G'e; = ¢ pDu—aD”( NG ¢

Abbildung 4
16
|
1.2 F
0.8 {
[ C2
[ ]
. 04f RS
N L
N 3
©
e I
;’ I
b -0.0 |
9
(o]
il P
o~
“ -04f
\
-08} \
I \
\
L oC1
12}
__,1.6 SRS T SO WA NN WY SN SUNS SR SN TR AT SN SR NS NN SN S SHN NS TS VT S SHS SN SR U S S N S SU S S SN SN S S . |
-16  -12 -08 -0.4 -0.0 0.4 0.8 1.2 1.6

Ay =0.084 (63.87)

Im Beispiel (Abbildung 4) stehen der dritte Zeilenpunktvektor und der dritte Spalten-
punktvektor senkrecht aufeinander. In den Daten muB daher p33 = r3 c3 gelten. Der
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spitze Winkel zwischen dem vierten Zeilenpunktvektor und dem ersten Spaltenpunkt-
vektor liefert pgq >r4cq. Der stumpfe Winkel zwischen dem ersten Zeilenpunktvektor
und dem ersten Spaltenpunktvektor liefert py; < rycq.

Strukturmerksatz 5: Die k-te Komponente des i-ten Zeilenprofils ist genau dann klei-
ner als die k-te Komponente des j-ten Zeilenprofils, wenn die Projektion des i-ten Zei-
lenpunktes auf den k-ten Spaltenpunktvektor kleiner ist als die des j-ten Zeilenpunktes.
Fallen die Projektionen von Zeilenpunkten auf einen Spaltenpunktvektor zusammen,
steht also der Spaltenpunktvektor orthogonal zur Verbindungsgeraden von Zeilenpunk-
ten, so sind die Komponenten der entsprechenden Zeilenprofile in der entsprechenden
Spalte gleich. Beweis: Es ist

(ej¢)'FD, 1G'ey ;¢ D1 P-re)D T, = (e;e)' D IPD T =
2k _piy 1
ri v ck

Abbildung 5
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Im Beispiel (Abbildung 5) ist dic Projektion des vierten Zeilenpunktes auf den ersten
Spaltenpunktvektor linger als die Projektion des dritten Zeilenpunktes. Daher - ist
P41/T4 > p31/r3. Da der Spaltenpunktvektor zu C2 orthogonal zur Verbindungsgera-
den der Zeilenpunkte R1 und R4 ist, gilt folgendes: Das Verhiltnis von pjo und pyy
ist gleich dem Verhiltnis von ry und ry4.

Strukturmerksatz 6: Die Verhdlinisse der Abstinde von Projektionen der Zeilen-
punkte auf den k-ten Spaltenpunktvektor sind dieselben wie die Verhiltnisse der
Abstidnde der k-ten Komponenten der Zeilenprofile.

Abbildung 6
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Pix

_Pi
(e, —¢; )'FD;‘G'e,, /e;GD;z("")G’ek __A r
(¢, —€,)FD,'Ge, /1 6,GD;*""“G'e,  Pix _ Py

oo

Beweis: Es ist

Im Beispiel (Abbildung 6) folgt beispielsweise aus der Tatsache, daff die Projektion
von R3 auf den Spaltenpunktvektor zu C1 in der Mitte der Projektionen von R1 und
R4 liegt, daB p3i/r3 = 1/2(py/ri+ pg1/rg) gilt.

Strukturmerksatz 7: Es sei I 2 J. In der Standarddarstellung fillt genau dann der i-te
Zeilenpunkt mit dem j-ten Spaltenpunkt zusammen, wenn die i-te Zeile der Korrespon-
denzmatrix nur in der j-ten Spalte von Null verschieden ist.

Beweis: Es ist

F = . (D -1 -1 = e -
&'F = ¢/(O;'P)GD,,! = ¢;GD, L.

Also muf} auch (ci'Dr'lP-ej')G = 0 sein, was wegen der Unabhingigkeit der Zeilen
von G zur Folge hat: ei'Dr'lP = e¢.'. Nur die j-te Komponente der i-ten Zeile von
Dr‘IP ist daher von Null verschieden und hat den Wert Eins. Dies ist nur moglich,
falls P = T und p;; = O fiirk=j gilt.

Im Beispiel (Abbildung 7) sind alle Zeilenpunkte Konvexkombinationen- der Spalten-
punkte C1,C2,C3 in der Standarddarstellung. Da RS und C2 zusammenfallen, steht in
der fiinften Zeile der Zeilenprofilmatrix nur in der zweiten Komponente eine Eins; alle
anderen Komponenten sind Null. Das fiinfte Zeilenprofil ladt daher nur auf die zweite
Spalte.
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Abbildung 7
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n

Strukturmerksatz 8 (Verallgemeinerung von Strukturmerksatz 7): Es sei 1 2 J. In der
Standarddarstellung liegt der i-te Zeilenpunkt genau dann auf der Verbindungsgeraden
zwischen dem j-ten und k-ten Spaltenpunkt, wenn die i-te Zeile der Korrespon-
denzmatrix nur in der j-ten und k-ten Spalte von Null verschieden ist. Die Konvexkom-
bination der Spaltenpunkte entspricht in der Abbildung den j-ten und k-ten Komponen-
ten des i-ten Zeilenprofils.

Beweis: Analog Strukturmerksatz 7.



ZUMA-Nachrichten 32, Jg. 17, Mai 1993 36

Abbildung §
1.6
| oC3
12+
0.8 |
~ 04F
N
o~
©
)
o -0.0}
o
o
i
o~
< -04t
_08 -
_‘]2 -
_1‘6.‘...|.‘..|..'.|..‘.1..‘.|.A..l».111,...1
-1.6  -1.2 -0.8 -04 -0.0 0.4 0.8 1.2 1.6

A =0.084 (63.87)

" Beispiel (Abbildung 8) liegt R4 auf der Verbindungsgeraden zwischen C1 und C2.
Die entsprechende vierte Zeile der Korrespondenzmatrix hat also nur in der ersten und
zweiten Spalte von Null verschiedene Komponenten.

Da Ry =2/3Cy + 1/3Cy giltist pgy/rg =2/3 und pyolry = 1/3.

In der Standarddarstellung werden allgemein Zeilenprofile, bei denen einige Kompo-
nenten null sind, in Zeilenpunkte abgebildet, die Konvexkombinationen nur der ent-
sprechenden Spaltenpunkte sind. Es bleibt noch anzumerken, daB bei unserem einfa-
chen Beispiel die zweidimensionale grafische Darstellung die Zeilenwolke
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(Spaltenwolke) zu 100% darzustellen vermag, da die Datenmatrix nur drei Spalten hat.
Im allgemeinen wird die Reprisentierung der Profile durch die zweidimensionale
Punktwolke nicht 100%ig sein. In der Regel sind die ad hoc Schliisse mit den Augen
aus der grafischen Darstellung dann nur mehr oder weniger approximativ richtig. Der
Unterschied zwischen der Prinzipal- und Standarddarstellung besteht nur darin, dafl
die Koordinaten der Spaltenpunkte durch die der GroBe nach geordneten positiven sin-
guliren Werte dividiert werden. Die Spaltenpunkte bleiben daher in der Prinzipal- und
Standarddarstellung im gleichen Quadranten. Sie wandern praktisch von der Prinzi-
paldarstellung mehr oder weniger in Richtung der Achsen mit den kleinsten singuldren
Werten nach auBlen. Ein Experte kann daher auch schon an Hand der Prinzipaldarstel-
lung einiges liber den Zusammenhang zwischen Zeilen- und Spaltenprofilen aussagen.
Ein haufiger Nachteil bei der grafischen Darstellung in der Standarddarstellung der
Spaltenprofile ist die Klumpung der Zeilenpunkte um den Ursprung. Die Haufigkeiten
sind dann in der Datentabelle iiber die Spalten verteilt. Dominante Spalten gibt es dann
nicht. Was hier im Zusammenhang mit der Standarddarstellung der Spalten gesagt
wurde, gilt analog im Falle, daB die Standarddarstellung fiir die Zeilenprofile und die
Prinzipaldarstellung fiir die Spaltenprofile gewahlt wird.
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