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Die grafische -DarsteBlung in der 

Borrespondenzandyse 

Siegfried Gabler 

Kontingenztafeln spielen in den Sozialwissenschaften eine bedeutende Rolle. Ein Ziel 
der Analyse solcher Kontingenztafeln ist dabei, Strukturen in den Daten zu erkennen 
sowie den Verlust bei der Projektion der Daten auf niedrigere Dimensionen angeben 
zu können. Wie übertragen sich überhaupt Strukturen in den Daten auf grafische Dar- 
stellungen? Und wie sieht und mißt man Abhängigkeiten zwischen Zeilen und Spalten? 

Ein in den letzten Jahren verstärkt in den Vordergrund tretendes Verfahren zur grafi- 
schen Darstellung und Analyse zweidimensionaler Kontingenztafeln, ist die (einfache) 
Korrespondenzanalyse. Beim Lesen verschiedener Artikel zu diesem Thema entstand 
bei uns jedoch der Eindruck, daß die Grafiken oftmals nicht richtig interpretiert 
werden, weil unvergleichbare Funkte miteinander verglichen werden. Die folgende 
Übersicht soll daher klären, was bei der grafischen Darstellung von Kontingenztafeln 
in der Korrespondenzanalyse eigentlich gezeigt wird und welche Strukturen der Daten 
sich in den Grafiken widerspiegeln. 

1. Ein kurzer Abriß der Korrespondenzanalyse 

Ausgangspunkt einer Korrespondenzanalyse ist eine zweidimensionale Kontingenztafel 
N mit I Zeilen und J Spalten. Die Werte in der Kontingenztafel sind meist Häufigkei- 
ten, also nichtnegativ und ganzzahlig. Das folgende einfache Demonstrationsbeispiel 
einer 6 X 3 Kontingenztafel wird uns im weiteren begleiten. 
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N.. ist etwa die Anzahl der Betriebe des i-ten Wirtschaftszweiges in der j-ten Region 4 
( i = l ,  ... 6; j=1,2,3) . 
Wir gehen von der Häufigkeitstabelie N zur sogenannten ~orres~ondenmatr ix~)  P 
über, indem wir N durch die Gesamtsumme N + + der Zellh'aufigkeiten teilen. In unse- 
rem Beispiel ist N + + =32. 

Es sei %=(0,. . .0,1,0,. . .0)' der k-te Einheitsvektor, das heißt, die k-te Komponente 
von ek ist Eins, alie anderen Komponenten sind Nuii. e ist ein Vektor bestehend aus 
lauter Einsen. Die Länge der Vektoren ergibt sich aus dem jeweiligen Zusammenhang. 
Wir haben N+ + =e'Ne. D, bezeichne im weiteren stets die Diagonalmatrix mit x als 
Vektor der Diagonalelemente. In der Korrespondenzanalyse werden Punkte grafisch 
dargestellt, die in einem gewissen Zusammenhang mit den Zeilenprojilen bzw. Spal- 
tenprojilen stehen. 

Das i-te Zeilenprofd Z; ist defmieri als i-te Zeile der Matrix DF'P. 
Das j-te Spaltenprofd s; ist defmiert als j-te Zeile der Matrix D;'P'. Dabei ist r=Pe  
der Vektor der Zeilensummen von P und c=P 'e  der Vektor der Spaltensummen von P. 
Die Komponenten von zi bzw. si lassen sich daher als relative Haufigkeiten interpre- 
tieren. 

Im Beispiel ist r '  =(3,5,4,3,1,16)/32 und C' =(14,10,8)/32 . Die ~ a t r i x  der Zeilen- 
profile bzw. der Spaltenprofde lautet daher 

(0.33 0.33 0.33' f 0.07 0.1 0.13' 

D;'P = 

(0.44 0.31 0.25) (0.50 0.5 0.5 / 

0.40 0.20 0.40 

0.50 0.25 0.25 

0.67 0.33 (P 

0 1 0  

bzw. D;'P'= 

0.14 0.1 0.25 

0.14 0.1 0.13 

0.14 0.1 0 

0 0 . 1 0  
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Weiter ist 

P=rc '  würde Unabhängigkeit des Zeilen- vom Spaltenmerkmal bedeuten. Die Abwei- 
chungen P..-r.c. von der Unabhängigkeit werden irn bekannten X2- &laß2) zusammen- 

1J s J 
gefaßt. r = X IN+ + heißt Trägheitsgewicht oder (Gesamt)Inertia. 

Definieren wir den ~ ~ - ~ b s t a n d  zweier Vektoren x und y durch 

wobei q ein positiver Vektor ist, so läßt sich T als gewichtete summe3) der Abstände 
der Zeilenprofde vom Zeilenzentroid C bzw. als gewichtete Summe der Abstände der 
Spaltenprofiie vom Spaltenzentroid r auffassen. Im Beispiel ist r = 0.1322. Im Falle 
q = e  geht die ~ ~ - ~ e t r i k  in die übliche Euklidsche Mitrik über. 

Wir sagen, daß ein Zeilenprofd zgi  = e ' i ~ ; l P  dem Zeilenprofü z\  näher als dem 
Zeilenprofd z ' ~  ist, falis dc(zi,zj) < dc(zi,zk) gilt. 

Wir sagen, daß ein Spaltenprofü s t i  = eqiD;lp' dem Spaltenprofd sj' näher als dem 
Spaltenprofd sgk  ist, fails dr(si,sj) < dr(si,sk) gilt. 

Mittels einer verallgemeinerten singulären Wertzerlegung können wir P-rc' schreiben 
als P-rc'= ADpBB' mit A'D;~ A = id und B'D,-~B = id. id ist die Identitätsmatrix. 
p ist der Vektor bestehend aus allen positiven Singulärwerten. Danach richtet sich 
auch die Zahl der Spalten von A und B. Wir definieren weiter: 

F = l3;lN.I , G = D , - ~ B D ~  underhalten: 
P 

II;l(P-rc1) = FB' und D;~(P'-cr ')=G~'.  

Weiter gilt D;' (P-rc')~;' = F D ~ '  G' .  
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Im Beispiel ist 

Die Matrix Dp der positiven singulären Werte ist 

Der Vorteil der singulären Wertzerlegung ist, daß die X2-~istanzen der Zeilen- bzw. 
Spaltenprofiie zu Euklidschen Abständen der Zeilen von F bzw. G werden. Genauer 
gilt: 

Satz 1. 

a) Der x2-~bstand zwischen dem i-ten und j-ten Zeilenprofd ist gleich dem Eu- 
kiidschen Abstand zwischen der i-ten und j-ten Zeile von F. 

b) Der X2-~bstand zwischen dem i-ten und j-ten Spaltenprofd ist gleich dem 
Euklidschen Abstand zwischen der i-ten und j-ten Zeile von G. 

Beweis: 
a) Es ist 
dc(zi,zj) = (ee-e.)'DrlP 1  J DL'P' Dr1(ei-ej) 

= (e.-e.) ' D i l  (P-rc') D[l (P'-cr ') D;' (ei-ej) 
1 J 

= (e--e.)'FB1 D[~BF' (ei-ej) 
1  J 

= (ee-e.) 'FF' (eo-e-). 
1  J 1  J 

b) Es ist 
d (s.,s-) = (e--e.)'D[lP' D i l P  Dil(e--e-) r l J  1  J J 

= (ei-ej)'D; (P #-cr ') (P-rc ') D, (ei-ej) 
= (e-e-) 'GA' D ~ ~ A G '  (ei-ej) 

1 J 
= (e--e-)' GG' (ea-e.). 

1  J 1 J 
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Zwei weitere wichtige Formeln sind die sogenannten Übergangsformeln 

F = D;~PGD;~ und G = D;'P'F D;'. 

Sie besagen zum einen, daß etwa die Berechnung der Koordinaten der Spaltenpunkte 
direkt aus den Zeilenpunkten und den singulären Werten erfolgen kann, zum andern, 
daß die Zeilenpunkte in der konvexen Hülie der Zeilen von GD;' liegen. Die Zeilen- 
profde liefern gerade die Gewichtungen der Eckpunkte. Für eine ausführliche Darstel- 
lung der Formeln in der Korrespondenzanalyse verweisen wir auf die Bücher von 
Benzhri (1992), Gifi (1990) Greenacre (1984) und Jambu (1992). 

Grafische Darstellung 

Was versteht man unter der grafischen Darstellung der Zeilen-und Spaltenprofile? In 
den meisten Fällen in der Literatur versteht man unter der (zweidimensionalen) grafi- 
schen Darstellung der Zeilen- undJoder Spaltenprofde das Eintragen der Zeilen der 
Koordinatenmatrizen F undloder G (bzw. deren ersten beiden Spalten) in ein Euklid- 
sches Koordinatensystem. In F (G) stehen die sogenannten Prinzipalkoordinaten der 
Zeilenprofde (Spaltenprofde). Man identifiziert in diesem Sinne das i-te Zeilenprofd 
(Spaltenprofd) mit der i-ten Zeile von F (G). Wir nennen in der Grafik die Zeilen von 
F (G) Zeilenpunkte (Spabenpunkte). Die Gesamtheit alier Zeilenpunkte (Spaltenpunkte) 
heißt Zeilenpunktwolke (Spabenpunktwolke). Den Vektor vom Ursprung zum Zeilen- 
punkt (Spaltenpunkt) nennen wir Zeilenpunkfvektor (Spabenpunkfvektor). Unter die 
Achsen werden die singulären Werte bzw. der prozentuale Anteil der Hauptachsen an 
der Inertia geschrieben. Eine gute Repräsentierung der Profile in der Grafik hat man 
natürlich nur, wenn die beiden ersten Achsen einen groUen Anteil an der Inertia ha- 
ben. Nur dann ist eine Interpretation über Distanzen gerechtfertigt. Die Nähe von 
Zeilenprofden im Datensatz wird mit Hilfe der x2-~istanz gemessen-. Nach dem im 
Satz des letzten Kapitels Gezeigten entsprechen diese Distanzen den Euklidschen Ab- 
ständen der Zeilenpunkte, d.h. der entsprechenden Zeilen der F Matrix. Analoges gilt 
für die Spaltenprofile. Werden die Einheiten auf beiden Achsen gleich lang gewählt, so 
lassen sich in der Grafk die Abstände durch ein Lineal messen. Profde werden so für 
das Auge vergleichbar. 

Im folgenden werden acht Strukturmerksätze aufgeschrieben, die es dem Nutzer er- 
leichtem sollen, Grafiken in der Korrespondenzanalyse richtig zu lesen. Dabei steht im 
Vordergrund, Strukturen in den Daten in der Grafik wiederzufinden.. 
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S~ukturmerha$z 1: Ahnliche Zeiknprofile (Spaltenprofiie) entsprechen in der-grafi- 
schen Darstellung Zeilenpunkten, die nahe beieinander liegen. Sehr unterschiedliche 
Zeilenprofile (Spaltenprofile) entsprechen in der grafichen Darstellung Zeilenpunkten 
(Spaltenpunkte), die weit auseinander liegen. 

Die Abstande zwischen Zeilen- und Spaltenpunkten in der Abbildung lassen sich nicht 
als 2-~is tanzen der entsprechenden Profile interpretieren, obwohl dies op gemacht 
wird! 

Abbildung 11 

Im Beispiel (Abbildung 1) ist der Zeilenpunkt R1 näher bei R2 als bei R4. Das erste 
Zeilenprofd ist daher dem zweiten Zeilenprofd ähnlicher als dem vierten Zeilenprofd. 
Der Spaltenpunkt C1 ist dem Spaltenpunkt C3 (euklidisch) kaum näher als dem Spal- 
tenpunkt C2. Das erste Spaltenprofd ist daher dem dritten Spaltenprofd kaum näher als 
dem zweiten. Eine Aussage wie: "Das erste Zeilenprofd ist dem zweiten Spaltenprofd 
näher als das fünfte Zeilenprofd" ist inhaltlich und methodisch falsch. 
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Staukturmerksatz 2: Der Zentroid C' der Zeilenprofile entspricht in der Abbildung 
dem Ursprung. Analog kommt der Zentroid r' der Spaltenprofile in der Abbildung im 
Ursprung zu liegen. 

Beweis : 
Ist e i ' D i l p  = C',  so gilt ei'Dil(p-rc') = 0 und daher eilFB' = 0. 
Multiplikation von rechts mit D L ~ B  liefert eiVF = 0. Der Beweis für r' verläuft ana- 
log. 

Im Beispiel (Abbildung 2) ist das sechste Zeilenprofd identisch mit C ' .  Daher liegt R6 
in der Abbildung irn Ursprung. 
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Strukturmerksatz 3: Die i-, j- und k-ten Zeilenprofile liegen irn Datensatz genau dann 
auf einer Geraden, wenn die entsprechenden Zeilenpunkte in der Abbildung auf einer 
Geraden liegen. Die Proportionen bleiben dabei erhaben. Analoges gib bei Spalten- 
profllen. 

Beweis: Es ist 

0 = (%-kei-(l-k)e-) '~;l~ J = (ek-kei-(1-k)ej)'D> (P-rc') = (ek-lei-(1-h)ej) 'FB ' und 
daher (Q-Lei-(1-h)ej)'F = 0. Der Beweis bei den Spaltenprofüen verlauft analog. 

Abbildung 3 

Im Beispiel (Abbildung 3) liegen R2, R3 und R4 auf einer Geraden, weil das zweite, 
dritte und vierte Zeilenprofil auf einer Geraden liegen. Genauer ist R3 =5/8*R2 + 
3/8*R4. 

Wenn es um Vergleiche zwischen Zeilen- und Spaltenprofilen geht, ist die Prinzipal- 
darsteiiung der Profile, also das Zeichnen der Zeilen von h; und G, in der Abbildung 
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nicht geeignet, was oft mißachtet wird (vgl. Sawatzke 1991). In Abbildung 3 sind R5 
und C2 euklidisch weit auseinander, obwohl ein starker Zusammenhang besteht wie in 
Abbildung 7 zu sehen sein wird. Bei Vergleichen von Zeilen- mit Spaltenpunkten soll- 
ten in der grafischen Darstellung die Zeilen von FDT und für 0 SaS 1 
gewählt werden. Das Skalarprodukt der beiden Matrizen ist offensichtlich von a unab- 
hängig. Wir nennen die grafische Darstellung a-Darstellung, sie heißt im Falle ctH.5 
arymmetrirch. Insbesondere der Fall a = O  ist wichtig. Die Zeilen von GD;~ heil3en 
Spaltenpunkte in der Standarddarstellung. Die Zeilenprofile werden weiter in den 
Rinzipalkoordinaten dargestellt. Analog ist der Fall a= 1 zu sehen. 

Einen wichtigen Aspekt in der Korrespondenzanalyse bilden die supplementären Zei- 
lenprofile bzw. SpaltenproJile. In welchen Punkt wird irgendein supplementäres Zei- 
lenprofil f ' in der Grafik abgebildet? 

Aus (f-C)' = x'B' und G = Di113DI, folgt X' = (f-c)'Di113 = (f-c)'GDil = 

f G D ~  l ,  weil c'G = 0 gilt. 

Also ist das Zeichnen der Spaltenpunkte in der Standarddarstellung identisch mit dem 
Einzeichnen der Einheitsmatrix als supplementäre Zeilenprofde in die Prinzipaldar- 
stellung (der Eilenpunkte). Daher lassen sich auf diesem Weg Distanzen zwischen 
Zeilen- und Spaltenpunkten interpretieren. 

Da alle singulären Werte pi größer Nuii sind, gelten die Strukturmerksätze 1 bis 3 
auch für F D P  statt für F. 

Wenn in der Abbildung die Einheit auf der ersten (euklidschen) Achse genauso lang ist 
wie ,auf der zweiten Achse lassen sich (normierte) Skalarprodukte, geometrisch Win- 
kel, einfach interpretieren. Die nachfolgenden Strukturmerksätze 4, 5 und 6 gelten .für 
beliebiges a ,  die Sätze 7 und 8 im Faiie a = 0 ,  das heißt der Standarddarstellung. Für 
die Abbildungen wurde in allen Fällen a = O  gewählt. 



31 Gabler: Die grajsche Darstellung in der Korrespondenzanalyse 

- Strukturmerksatz 4: Er ist pp,j > (= , <)ricj gleichbedeutend mit spitzem (rechtem, 
stumpfem) Winkel zwischen i-tem Zeilenpunkt und j-tem Spalrenpunkt in der a-Darstel- 
lung. 

Beweis: Wegen D;~(P-~c')D;~ = F D ~ ~ G '  ist 

-- ''I I = ei*~;l(~rc')o; 'e .  = e i ' ~ ~ ; l ~ ' e j  = e i ' F D p  -(1-a)Gve. 
ricj J C' J '  

Im Beispiel (Abbildung 4) stehen der dritte Zeilenpunktvektor und der dritte Spalten- 
punktvektor senkrecht aufeinander. In den Daten muß daher q 3  = r3 c3 gelten. Der 
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spitze Winkel zwischen dem vierten Zeilenpunktvektor und dem ersten Spaltenpunkt- 
vektor liefert p4l >rqcl. Der stumpfe Winkel zwischen dem ersten Zeilenpunktvektor 
und dem ersten Spaltenpunktvektor liefert pl  1 < rlcl . 

Strukturmerksatz 5: Die k-te Komponente des i-ten Zeilenprocfils ist genau dann klei- 
ner als die k-te Komponente des j-ten Zeilenprocfils, wenn die Projektion des i-ten Zei- 
lenpunktes auf den k-ten Spaltenpunktvektor kleiner ist als die des j-ten Zeilenpunktes. 
Fallen die Projektionen von Zeilenpunkten auf einen Spaltenpunktvektor zusammen, 
steht also der Spaltenpunktvektor orthogonal zur Verbindungsgeraden von Zeilenpunk- 
ten, so sind die Komponenten der entsprechenden Zeilenprocfile in der entsprechenden 
Spalte gleich. Beweis: Es ist 

( e - - e . ) ' ~ D i l  1 J  ~ ' e ~  = (ei-ej)'Dil (P-rc')Dilek = ( e i - e j ) ' ~ ; l p ~ i l e k  = 

P i k  P j k  1 (--- )- 
r i  r j  c k  

Abbildung 5 
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Im Beispiel (Abbildung 5) ist die Projektion des vierten Zeilenpunktes auf den ersten 
Spaltenpunktvektor länger als die Projektion des dritten Zeilenpunktes. Daher, ist 
p41/r4 > p31/r3. Da der Spaltenpunktvektor zu C2 orthogonal zur Verbindungsgera- 
den der Zeilenpunkte R1 und R4 ist, gilt folgendes: Das Verhältnis von p l2  und p42 
ist gleich dem Verhältnis von r l  und rq. 

Strukturmerksatz 6: Die Verhältnisse der Abstände von Projektionen der Zeilen- 
punkte auf den k-ten Spaltenpunktvektor sind dieselben wie die Verhältnisse der 
Abstände der k-ten Komponenten der ZeilenproJile. 

Abbildung 6 
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Pi,k Pj,k 
(e, - ej )'FD;'G'~, / e i ~ ~ ; ~ ( ' - ~ ) G ' e ~  - 5 ?j Beweis: Es ist ' ' - 
(e, - e ,  ) ' q l G ' e k  1 ~;GD; ' (~-~)G'~~ PiIk p j l k  

Im Beispiel (Abbildung 6) folgt beispielsweise aus der Tatsache, daß die Projektion 
von R3 auf den Spaltenpunktvektor zu C1 in der Mitte der Projektionen von R1 und 
W4 liegt, daß p31/r3 = 1/2( pll/rl  + ~ ~ ~ / r ~ )  gilt. 

Strukturmerksatz 7: Es sei I 2  J. In der Standarddarstellung_flilk genau dann der i-te 
Zeilenpunkt mit dem j-ten Spakenpunkt zusammen, wenn die i-te Zeile der Korrespon- 
denzmatrix nur in der j-ten Spake von Null verschieden ist. 

Beweis: Es ist 

e.'F = e.'(D -~P)GD -1 = e.*GD -1. 
I r CL J C L  

Also muß auch (ei'~;lP-e.')G = 0 sein, was wegen der Unabhängigkeit der Zeilen 
J 

von G zur Folge hat: e i l ~ ; l ?  = ej'. Nur die j-te Komponente der i-ten Zeile von 
D;'P ist daher von Nuli verschieden und hat den Weit Eins. Dies ist nur möglich, 
faiis pij = ri und pik = 0 für ktj  gilt. 

Im Beispiel (Abbildung 7) sind alle Zeilenpunkte Konvexkombinationen. der Spalten- 
punkte C1 ,C2,C3 in der Standarddarsteiiung. Da R5 und C2 zusammenfallen, steht in 
der fünften Zeile der Zeilenprofhatrix nur in der zweiten Komponente eine Eins; alie 
anderen Komponenten sind Nuli. Das fünfte Zeilenprofil lädt daher nur auf die zweite 
Spalte. 
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Abbildung 7 

1.6 - 

C3 
1.2 - 

X - 0 . 4 -  

-0.8 - 

Strukturmerksatz 8 (Verallgemeinerung von Strukturmerksatz 7): Es sei I 2 J. In der 
Standarddarstellung liegt der i-te Zeilenpunkt genau dann auf der Verbindungsgeraden 
zwischen dem j-ten und k-ten Spaltenpunkt, wenn die i-te Zeile der Korrespon- 
denzmatrix nur in der j-ten und k-ten Spalte von Null verschieden ist. Die Konvexkom- 
bination der Spaltenpunkte entspricht in der Abbildung den j-ten und k-ten Komponen- 
ten des i-ten ZeilenproJils. 

Beweis: Analog Strukturmerksatz 7. 
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Abbildung 8 

Beispiel (Abbildung 8) liegt R4 auf der Verbindungsgeraden zwischen C1 und C2. 
Die entsprechende vierte Zeile der Korrespondenzmatrix hat also nur in der ersten und 
zweiten Spalte von Null verschiedene Komponenten. 

Da R4 = 213 Cl + 113 C2 gilt ist p41 1 r4 = 213 und ~ ~ ~ / r ~  = 113. 

In der ~tandarddarst'ellung werden allgemein Zeilenprofile, bei denen einige Kompo- 
nenten null sind, in Zeilenpunkte abgebildet, die Konvexkombinationen nur der ent- 
sprechenden Spaltenpunkte sind. Es bleibt noch anzumerken, daß bei unserem einfa- 
chen Beispiel die zweidimensionale grafische Darstellung die Zeilenwolke 
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(Spaltenwolke) zu 100% darzustellen vermag, da die Datenmatrix nur drei Spalten hat. 
Im allgemeinen wird die Repräsentierung der Profile durch die zweidimensionale 
hnktwolke nicht 100%ig sein. In der Regel sind die ad hoc Schlüsse mit den Augen 
aus der grafischen Darstellung dann nur mehr oder weniger approximativ richtig. Der 
Unterschied zwischen der Prinzipal- und Standarddarstellung besteht nur darin, daß 
die Koordinaten der Spaltenpunkte durch die der Größe nach geordneten positiven sin- 
gulären Werte dividiert werden. Die Spaltenpunkte bleiben daher in der Prinzipal- und 
Standarddarstellung im gleichen Quadranten. Sie wandern praktisch von der Prinzi- 
paldarstellung mehr oder weniger in Richtung der Achsen mit den kleinsten singulären 
Werten nach außen. Ein Experte kann daher auch schon an Hand der Prinzipaldarstel- 
lung einiges über den Zusammenhang zwischen Zeilen- und Spaltenprofilen aussagen. 
Ein häufiger Nachteil bei der grafischen Darstellung in der Standarddarstellung der 
Spaltenprofüe ist die Wumpung der Zeilenpunkte um den Ursprung. Die Häufigkeiten 
sind dann in der Datentabelle über die Spalten verteilt. Dominante Spalten gibt es dann 
nicht. Was hier im Zusammenhang mit der Standarddarstellung der Spalten gesagt 
wurde, gilt analog im Falle, daß die Standarddarstellung für die Zeilenprofde und die 
Prinzipaldarstellung für die Spaltenprofile gewählt wird. 

Anmerkungen 

N I J 

1) P=- mit N++ = 7, C NY 
N++ i=l ,.=I 
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